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Poglavlje 1

Realni i kompleksni brojevi

1.1 Realni brojevi

Skup realnih brojeva sadrzi racionalne brojeve (razlomke) i iracionalne brojeve.
Svaki element tog skupa moze se zapisati u konacnom ili beskona¢nom decimalnom
zapisu, npr. 3.16, 4.5678, 1.333..., 9.131313..., a mozemo ga zamisljati i kao tocku
na brojevnom pravcu.

Definicija. Apsolutna vrijednost realnog broja geometrijski se definira kao
udaljenost tocke koja predstavija taj broj od ishodista na brojevnom pravcu (vidi
Sliku 1.1) ili
|x|:{m ako je x>0
—x akoje x <O.

L] q.______-f._._—_.-" L}
o] X
| x|

Slika 1.1: Apsolutna vrijednost realnog broja

Zadatak 1.1. Najprije geometrijski, a potom analiticki (racunski) rijesite nejed-
nadzbu |x — 1] < 2.
Rjesenge.
Geometrijski: uz supstituciju t = x — 1 nejednadzba postaje |t| < 2, §to znadi
da rjesenje Cine svi brojevi udaljeni od nule za manje od dva. Dakle, z — 1

mora biti udaljen od nule za manje od dva, tj. x je udaljen od 1 za manje od
dva. Stoga je rjesenje interval (—1, 3).
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Analiticki: promatramo dva slucaja

(a) z—1>0 = |z—-1=2—-1 = 1<x<3
(byz—1<0 = |zr—1=1-2 = -—-l<z<lLl

Konacno rjesenje je unija rjesenja dobivenih u ova dva slucaja: = € (—1,3).

O
Zadatak 1.2. Rijesite nejednadzbu:
lz+1+ly—2[ <1

Rjesenje. Trebamo razmotriti ¢etiri neovisna slucaja:

(i) z+1>0,y—2>0

(i) z+1<0,y—2>0

(iii) z+1>0, y—2<0

(iv) x4+1<0, y—2<0.
Podijelimo koordinatnu ravninu pravcima x = —1 i y = 2. Pogledajmo prvi "kva-

drant”, tj. prvi gore navedeni slucaj: zbog |[x + 1| = x4+ 1ijy—2| =y —2
nejednadzba sada glasi

r+l4+y—2 < 1
y < —x+2
Stoga u tom podru¢ju crtamo pravac y = —z + 2 i uzimamo podrucje ispod njega.
Analogno se rjesavaju i ostala tri slucaja (vidi Sliku 1.2). O

1.2 Kompleksni brojevi

Definicija. Kompleksan broj je velicina koja se moZe zapisati kao z = x + yi

gdje su x iy realni brojevi, a v imaginarna jedinica koja ima svojstvo da vrijedi

i? = —1. Brojevi x iy se zovu realni, odnosno imaginarni dio broja z. Pisemo:

r = Re(z), y=Im(z).

Duva kompleksna broja zy = x1 4+ Y11 1 25 = To + Yot su jednaka, tj. vrijedi z; = 2o
ako 1 samo ako su zadovoljene jednakosti 1 = xo © y1 = yo. Dalje, definiramo
zbrajanje i mnozZenge kompleksnih brojeva:

21tz = (@1 + i) + (22 + y2i) = (21 + 22) + (Y1 + Y2)i,
21022 = (21 +yi) - (224 y2i) = (1y2 — Tay1) + (T1y2 + T2y )i
Ako je z = x + yi, kaZemo da je kompleksan broj Z = x — yi kompleksno konju-

giran broju z.
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Slika 1.2: Zadatak 1.2

Napomena. Uz identifikaciju x = x+0-1, skup realnih brojeva moZemo promatrati
kao podskup skupa kompleksnih brojeva.

Napomena. Kompleksno konjugiranje ima sljedeca svojstva:
(i) i+ =2+
(i) 21z =71
(i) 2 =2
(iv) z =z
(v) zZ je realan i pozitivan broj (ili nula za z = 0).

Definicija. Apsolutna vrijednost ili modul kompleksnog broja z = x + yi, u
oznaci |z|, definira se kao

lz| = Vz2Z = V22 + 2.

U kompleksnoj ravnini apsolutnu vrijednost mozZemo predociti kao udaljenost

tocke (x,y) od ishodista (vidi Sliku 1.3).
Napomena. Apsolutna vrijednost ima sljedeca svojstva:

(i) |21+ 22| < |z1] + |22
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Slika 1.3: Apsolutna vrijednost kompleksnog broja

(ii) |z122] = |21] - |22
(iii) |2] = H

Zadatak 1.3. Neka je z kompleksan broj takav da je |z| = 1. Lzracunajte |1+ z|* +
11—z

Rjesenje. Imamo:

T+zP+1—2? = Q14+2)Q1+2)+1—-2)(1—2) =
14+2)14+2)+(1—-2)(1-
= (1+2)1+2)+(1-2)(1 -
= l+z+Z2+22+1—-2—-Z+22=
= 242z =4

Zadatak 1.4. Rujesite sljedece jednadzbe, odnosno sustave jednadzbi:
(i) |z+ 1| = |z + 1

(ii) 2> +iz+2=0

(iii) | =] =1, 2 =1

(iv) 1] = |1 = 1 - 2.

Rjesenge.
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(i) Uz oznaku z = = + yi imamo
|z +1+yi =|z+ (y+1)il.
Kvadriranjem slijedi:
(z+1°+y* =2+ (y+1)°
odnosno

420+ 1497 = 22+ yi+2y+1
y = x

pa je skup rjesenja
z={x+uxi|zeR}

U kompleksnoj ravnini rjesenje predstavlja skup svih kompleksnih brojeva
z = x + yi koji leze na praveu y = x. (vidi Sliku 1.4).

A
d
4=

2= }pri.

= N/

Slika 1.4: Zadatak 1.4.1.

(ii) Uz oznaku z = z + yi jednadzba postaje
v~y +2ryi+i(r+yi)+2=a -y  —y+2+ ey +a)i=0
pa slijedi

$2_y2_y_'_2 —
2zy +x =
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Iz druge jednadzbe dobivamo x = 0 ili y = —%. Neka z = 0. U tom slucaju
prva jednadzba daje:

Y+y-2=0 = y=1,yp=-2

Ako je y = —%, onda iz prve jednadzba dobivamo
1 9
2 2
==+ =-4+2=0 = 7=
4 T3t 4
Sto ne moze biti jer je x realan. Stoga su jedina rjeSenja z; = 11 29 = —2i

(vidi Sliku 1.5).

.T«

2,=1 ¢

L

22:"'21- E J

Slika 1.5: Zadatak 1.4.2.

(ili) Uz 2 = = 4+ yi imamo

lz+yi| = |z+ (y+1)i
rTH+yr = 1 +y.

Iz druge jednadzbe slijedi da je x = y pa prva jednadzba daje

20 = 2P+ (z+ 1)
22 = 22+ +20+1
2r+1 = 0

N[
no

Jedino rjesenje je, dakle, z = —
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Zadatak 1.5. Skicirajte u kompleksnoj ravnini brojeve koji zadovoljavaju sljedect
sustav nejednadzbi:

|z —i| < 1
lz—1] < 1.

Rjesenje. Uvrstimo z = x + yi i kvadrirajmo gornje nejednadzbe. Dobivamo

2?4+ (y —1)?
(@ —1)"+y’

IA A

1
1

pa je rjesenje presjek krugova z% + (y — 1)2 < 11 (x — 1)? + y* < 1 (vidi Sliku 1.6).
]

Slika 1.6: Zadatak 1.5

Zadatak 1.6. Geometrijski prikaZite rjesenja sljedece nejednadzbe:
Re((141)z) > 0.
Rjesenje. Imamo
AI+d)z=0+d)(z+yi))=c+yi+ai—y=a—y+ (v +y)i,

odakle slijedi Re((1+14)z) = x —y > 0 pa je rjeSenje poluravnina y < x (vidi Sliku
1.7). O

Zadatak 1.7. Predocite graficki skup kompleksnih brojeva koji zadovoljavaju sustav
nejednadzbi: 2 < |iz — 1| < 3.
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\
¥
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//é

Slika 1.7: Zadatak 1.6

Rjesenje. Uvrstimo z = x + yi
2<lir—y—1/<3

i kvadriramo
4<(y+1)*+2°<9.

Rije¢ je o kruznom vijencu omedenom kruznicama z2+(y+1)? = 4i 22+ (y+1)2 = 9
(vidi Sliku 1.8). O

Slika 1.8: Zadatak 1.7
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Zadatak 1.8. Predocite graficki sljedece skupove kompleksnih brojeva:

(i) |55l =1

oy | z42—i
(iii) } p } < 1.
Rjesenge.
(ii) MnozZenjem nejednadzbe s nazivnikom lijeve strane imamo

2 —2| > |z +1—1il.

Uvrstavanjem z = x + yi i kvadriranjem slijedi:

(@=27+y" > (@+1)"+(y-1)°
2 —dr+44+yt -2 20 —-1—9y*+2y—1 > 0
—6z+2y+2 > 0
y > 3z —1.

Rjesenje je dano podrué¢jem iznad pravca y = 3z — 1 (vidi Sliku 1.9).

Lé-, ,[\ a=% x4

\

\
A\

Slika 1.9: Zadatak 1.8.2.
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1.3 Trigonometrijski zapis kompleksnog broja

Definicija. Za proizvoljan kompleksan broj z = x+yi (razlicit od nule) je apsolutna
vrijednost broja é jednaka jedan. Slijedi da postoji kut ¢ takav da vrijeds

=z =cosp+ising — z=|z|[(cosp+isiny).

||

Ovaj zapis kompleksnog broja zovemo polarni ili trigonometrijsk: zapis broja
z, a (|z], ¢) zovemo polarnim koordinatama kompleksnog broja. Pri tome je ¢
argument, arg(z), a |z| modul broja z (vidi Sliku 1.10).

P B K4 }.&{= 2\ (cosfr srfi)

|2

g = [Hwn? 1

s J A ._é.

lzlcost = x

Slika 1.10: Trigonometrijski zapis kompleksnog broja
Napomena. Dva kompleksna broja u trigonometrijskom zapisu z; = |21|(cos o1 +
isinpy) @ 22 = |22|(cos pa + isingy) su jednaka ako i samo ako vrijedi

21| = [z
Y1 = o+ 2km  za neki ke Z.

Teorem. Vrijede sljedece formule za mnoZenge i dijeljenge dva kompleksna broja
u trigonometrijskom zapisu:

2129 = |z1]|z2|(cos(pr + p2) + isin(pr + 2))
z z ..
At cos (o1 — )+ isin (o1 — ).
<2 Z2|

Napomena. Vidimo da je trigonometrijski zapis kompleksnog broja posebno po-
godan za mnoZenje i dijeljenje kompleksnih brojeva, jer se ono svodi na mnoZenje
(dijeljenje) modula, koji su realni brojevi, i zbrajanje (oduzimangje) argumenata.

10
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Primjer 1.9. Racunamo umnozZak i kvocijent sljedeca dva kompleksna broja:

21 = 4(cos 4?” + i sin %’r) iz = 2(cos g +ising):

1.9 47 n T Lisi 47 n T
= . cos | — + — S — + = =
21292 3 6 7 S11 3 6

_ 3 97r+,s, 97 _3 37r+,s, 3 _ g
= cos6 21116 = 0052 zm2 = —&

21 4 4T . qr Tm .. 0w
— = —lcos|{———=]+rsm|{— — — =2 cos— +isin— | .
29 2 3 6 3 6 6 6

Pri racunanju trigonometrijskog zapisa zadanog kompleksnog broja z = x + yi
najprije racunamo modul po formuli |z| = y/22 + y?, a potom nalazimo argument
@ iz sustava jednadzbi cos p = %, sin p = "”7' Drugi nac¢in za rac¢unanje argumenta
¢ je da koristimo tangens: tanp = £.

Zadatak 1.10. Nadite trigonometrijski prikaz sljedecih kompleksnih brojeva:
(i) z=3v2 — 3/2i
(ii) z = —2 4 2V/3i

(i1i) z = —/3 — .

Rjesenge.

(i) Ra¢unamo modul i argument zadanog kompleksnog broja:

2l =\ (3v2) + (-3v2) =6,

odakle slijedi cosp = ‘/75, sinp = —‘/75 pa je ¢ = ™ i trigonometrijski zapis

1
glasi:
5 T s T
z2=06|cos— +1isin — | .
4 4

(iii) Modul |z| = \/(=3)2+ (—1)2 = 2 pa je cosp = —\/7§, sing = —3 i =2
Trigonometrijski zapis broje 2z je dan s

z =2 cos m + 7 sin [
= — 11n — .
6 6

11
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Formula za mnozenje pokazuje i to kako se kvadrira odnosno opéenito potencira
kompleksan broj u trigonometrijskom zapisu: ako u formulu za mnozenje uvrstimo
2 = 2y = z = |2|(cos ¢ + isin ), imamo

22 = |2]*(cos 2¢p + isin 2¢p)
2" = |z|"(cosng + isinny)
za proizvoljan prirodan broj n.

Zadatak 1.11. Izracunajte:
(i) (1—4)"
(i) (1+iv/3)7.

Rjesenge.

(i) Najprije broj |z| = 1 — i zapisujemo u trigonometrijskom obliku. Ra¢unamo

- . o \/5 .. o \/5 .. . R -
|z| = V/2 pa je cosp = ¥= ising = —¥%=, odakle slijedi ¢ = 7 i kona¢no

7 7
z:\/§<cos£+isin£>.

Sada imamo

7 7\ )" 15-7 15-7
2% = <\/§ (Cos%%-isinzﬂ)) :\/515 (COS 1 T tisin 1 W>‘

Primijetimo da je 15 -7 = 105 = 26 - 4 + 1 (koristimo svojstvo periodi¢nosti
trigonometrijskih funkcija) pa je

5 15( T 77)_ 15(1 1.)_ -
z —\/5 COS — + ¢sin — _\/5 — 4+ —3 | =2+ 2.
4 4 V2 V2

(ii) Sliéno, racéunamo najprije modul: |z| = |1 +iv3| = V4 = 2 te cosp = 3 i

RVE]

sinp = ¥ pa je ¢ = 3. Stoga je

7 7 7
2T =97 <cosg+ising> =97 (cos%—i—isin%).

Ovdje imamo 7 = 2 - 3 + 1 pa zbog periodi¢nosti mozemo pisati

1 3
2T =27 (cos g + isin %) = <§ + \/7_2) = 25(1 + v/34).

12
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Dvodimenzionalni,
trodimenzionalni i
n-dimenzionalni realni vektorski
prostor

2.1 Vektori

Definicija. Duzinu AB zovemo usmjerena duZina ako ima uredene rubne tocke,
tj. zna se koja je pocetna, a koja krajnja tocka. Ako je A pocetna, a B krajnja
tocka, usmjerenu duzinu oznacavamo s AB. Duvije usmjerene duzine AB i CD su
ekvivalentne ako duzine AD i BC imaju zajednicko poloviste. Vektor je skup
svih medusobno ekvivalentnih usmjerenih duZina, a oznacavamo ga obicno nekim
od sljedecih slova: d, l;, C,....

Napomena. Kada govorimo o nekom wvektoru, zamisljamo samo jednog pred-
stavnika, tj. konkretnu usmjerenu duZinu. Tako na primgjer u govoru usmjerenu

duzinu AB zovemo vektorom AB iako pritom mislimo na sve usmjerene duZine
koje su ekvivalentne Jﬁ U tom smislu éemo pisati d = AB (vidi Sliku 2.1).

Definicija. Svaki vektor je jedinstveno odreden sljedecim svojstvima:

(i) Duljina ili modul vektora d = AB definira se kao duljina duzine AB.
Pisemo: |d|. Vektor jedinicéne duljine zovemo jediniéni vektor. Vektor
duljine nula zovemo nul-vektor i oznacavamo s 0, a zamisljamo ga kao us-

—
myjerenu duzinu AA koja ima pocetak i kraj u istoj tocki.

(ii) Smger vektora je skup svih medusobno paralelnih pravaca: za vektore ¢iji pred-
stavnici leze na istom ili na paralelnim pravcima kaZemo da su istog smjera
ili da su kolinearnsi.

13
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e

Slika 2.1: Izabrani predstavnik zadane klase vektora

(iii) Usmgerenge ili orijentacija: za svaka dva kolinearna vektora a i b mozemo
pronaci predstavnike O—1>4 1 O?, gdje je O fiksna tocka prostora. Ako se tocke
A i B nalaze s iste strane tocke O, kazemo da su ti vektori istog usmjerenga.
Ako to nije slucaj, kaZemo da su vektori suprotnog usmjerenja.
Suprotan vektor zadanog vektora a je takav vektor —a koji ima istu duljinu
1 smjer kao 1 @, ali suprotno usmjerenje.

Definicija. Zbroj vektora a + l;je vektor koji se dobije na sljedeci naéin:ﬁ)ia-
berimo proizvoljnu fiksnu tocku O 1 nadimo tocke A i B takve da je @ = OA 1
b= AB. Vektor OB zovemo zbrojem vektora a © b. Dakle, zbroj vektora definira se
kao vektor koji itma pocetak u pocetnoj tocki prvog vektora, a kraj u krajnjoj tock:
drugog vektora u zbroju (vidi Sliku 2.2). Ovu definiciju zovemo pravilo trokuta.
Zapisano simbolicki, zbrajanje glasi: OA + AB = OB.

Slika 2.2: Pravilo trokuta za zbrajanje vektora

Napomena. Vazno svojstvo zbrajanja vektora je komutativnost, slikovno izraZeno
pravilom paralelograma (vidi Sliku 2.3): Ako vektoru d po pravilu trokuta do-

14
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Slika 2.3: Pravilo paralelograma za zbrajanje vektora

damo vektor I;, dobijemo dijagonalu a + b zamisljenog paralelograma odredenog vek-
torima @ i b. No, u tom paralelogramu moZemo poci i od vektora l;, kojem po pravilu
trokuta dodajemo d, ¢ime dolazimo do iste dijagonale, ali ona ovog puta cini vektor
b+ a, Sto ocito dokazuje komutativnost zbrajanja vektora.

Pravilo paralelograma se pomocu svojstva asocijativnosti zbrajanja moZze prosiriti do
pravila mnogokuta za zbrajanje vektora.

Definicija. Za skalar \ i vektor @ definiramo umnoZak vektora i skalara )\ - d
kao nul-vektor ako je @ =0 ili A =0, a inace kao vektor sa sljedecim svojstvima:

(1) duljina: |Na| = |)| - |ad]
(ii) smger: jednak smjeru vektora d

(iii) usmjerenje: ako je X < 0, usmjerenje je suprotno usmjerenju vektora a, a ako
je A >0, usmjerenje je jednako usmgjerenju vektora a.

Definicija. Linearna kombinacija vektora ai, a3, ..., a, i skalara A\, Aa, ..., \n
je vektor /\1a_1> + /\ga_g> + ...+ )\n@. Skalare Ay, Ao, ..., A\, zovemo koeficijents li-
nearne kombinacije.

Vektori a_1>, a_g, e ,a_n> su linearno zavisni ako postoje skalari A1, Aa, ..., Ay (koji
nisu svi nula!) takvi da je )\10/_1) + )\ga_2> + ...+ )\nc?n = 0. Ako takvi skalari ne
postoje, tj. ako /\1a_1>—|—)\252>+. ) .+)\na_>n =0 nuzno povlaci Ay = = ... =\, =0,
kazemo da su vektori a_1>, a—%, e ,a_n> linearno nezavisna.

Napomena. Dva kolinearna vektora @ib sulinearno zavisni, tj. postoji skalar X
tako da vrijedi @ = A\b.

Cest je i bitan problem zadani vektor @ napisati kao linearnu kombinaciju zada-
nih linearno nezavisnih vektora.

15
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Zadatak 2.1. Neka je ABCD paralelogram i neka je E sjeciste dijagonala, F
poloviste stranice BC, a G poloviste stranice CD. Izracunajte vektore BC, BF,
ﬁ, ﬁ, ﬁ i ﬁ kao linearnu kombinaciju vektora /@ ) zﬁ

Rjesene.
BC=AD=0-AB+ AD
ﬁ:%ﬁzo-/@jﬁ@
EF = AR = 1AL +0- AD
ﬁ:/@+ﬁ:@+%@
FG=FC+CG=1BC+1CD =LAD — 1DC = —1AD + 1AD
ﬁ:ﬁ+@=§ﬁ+@=%@—ﬁ:—@+§ﬁ.

[]

Zadatak 2.2. Neka je dana duzina AB i tocka C na pravcu kroz A i B te pro-

izvoljna tocka O. Izrazite (ﬁ kao linearnu kombinaciju vektora OA i O? ako je
|AC| = 2|BC| i:

(i) C € AB

(ii) C ¢ AB.
Rjesenje. Uputa: napisite @)1 + z@ + @ =0, gdje je 1@ = zﬁ + C@ Koristedi
BC' = 2AB iz te jednakosti izrazite 1@ . O]

Zadatak 2.3. Neka je T teziste trokuta ABC', a O prozvoljna tocka. Izrazite vektor
O? kao linearnu kombinaciju vektora OA, OB i OC.

Rjesenje. Sa Slike 2.4 ocito slijedi:
H =
OT +TA+ A0 =0

Ol +TB+BO =10
0T +TC +CO =10
Zbrajanjem ovih jednakosti dobije se
30T + (TA+TE +TC) + (AO + BO + CO) = 0, j.
30T + (TA+TB+TC) = 0A+ 0B +0C  (+).

16



Poglavlje 2 Matematika 1 - seminar

Slika 2.4: Zadatak 2.3

. — . —
Zelimo pokazati da je TA + T § + T(E = 0. U tu svrhu racunamo T A, pritom
koristedi ¢injenicu da teziste dijeli tezisnicu u omjeru 2 : 1 (rac¢unajuéi od vrha):

T—fl:gcﬁlzg(@jtﬁ) C?JFBA_—C?Jr

Analogno se dobiva ﬁ 1@ QC@ i ﬁ 1B—1>4 + 3/@ Zbrajanjem ove
tri Jednakostl daju TA + ﬁ + 7% 0, §to uvrstanjem u jednakost () daje
of = OA + 0B +00). O

Zadatak 2.4. Neka su A, B,C,D bilo koje cetiri tocke prostora. Ako su tocke
K, L, M, N redom polovista duzina AB, BC', CD, DA, dokaZite da je tada K LM N
paralelogram.

Rjesenje. Oznacimo 5:@, g:B?, E:@, d = D—1>4 Ocito je
G+d=AB+BC+CD+ DA=AA=0.

S druge strane je

KL = KB+BL= a+ 0
MN = M +177V:%5+%df

odakle dobivamo

—
tj. K1 = NM, dakle KLMN jest paralelogram. 0
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2.2 Analiticki zapis vektora

Definicija. Neka je u prostoru zadan pravokutni koordinatni sustav. Na koordi-
natnim osima x, y 1 z uocimo jedinicne vektore Z, ;,]Z s pocetkom wu ishodistu, a
krajevima u tockama (1,0,0), (0,1,0) ¢ (0,0,1), redom. QOva tri vektora zovemo
koordinatnim vektorima u prostoru (vidi Sliku 2.5).

Vektor v s pocetkom w ishodistu, a krajem u tocki T = (a,b,c), moZe se na jedins-
tven nacin zapisati kao linearna kombinacija koordinatnih vektora. Uz oznake kao
na Slici 2.5 imamo

7= OT = OT, + T,T = OX + OY + 0% — ai + bj + ck.

Ovaj zapis vektora zovemo koordinatni ili analitick: zapis vektora. Drugi
moguci oblik analitickog zapisa vektora je pomocu stupéane matrice (vidi Poglavlje

4):

a

v=1] b

z 4

£ T2
R E R TS

Slika 2.5: Koordinatizacija vektora u prostoru

Napomena. Osim gornje formule, postoji i formula za vektor T} I} zadan pocetnom
tockom Ty(aq, by, c1) 1 zavrsnom tockom Ty(ag, by, c2):

T1742 = T1O + OTg = 0742 — Oﬂ = (a2;+ ij-f- CQE) - (CL1;+ bJ-f- 61E)7

odnosno
W ag—&12+(b2—b1)j+(62—cl)k’

18
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Zapisana pomocu matrica ova formula glasi:

a2 ay a2 —
TJQ = by - by = by — by
C2 C1 C2 —C

Napomena. Postupak koordinatizacije vektora na analogan se nacin moze provesti
1 za ravninske vektora ili pak vektore u visedimenzionalnom prostoru.

Teorem. Za dane vektore @ = ayi + agf+ a3E i b= bii + bgj—i— ng te skalar \
vrijede sljedece formule:

Jednakost vektora

c_i:b<:>a1:b1,a2:bz7a3:b3

Zbroj vektora

G+b= (a1 +b1)i + (az + by)j + (a3 + bs)k

UmnozZak vektora ¢ skalara

= )\alf—i- )\agj'+ )\ClgE

Modul vektora

@l = \/at + a3 + a3

Kriteriyy kolinearnosti

o7 . . 5 = aq Q9 a
a,b kolinearni < a=MN & —=-—= =2
by by b3

— —

Primjer 2.5. Za zadane vektore @ =2i — j+ 3k i b= —i +2j — 5k imamo

—

i+b = 2-1)i+(-1+2)j+(B-5k=1+]—2k
o] = V224 (-12+32=V14

2@ = —2(2—j+3k) = —4i + 2] — 6k.

Zadatak 2.6. Zadane su tocke A(3,1,4), B(2,5,1). Odredite sve vrijednosti za
koordinatu ~y tocke C(3,2,7) tako da AB i z@ budu jednakih duljina.
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Rjesenje. Racunamo najprije trazene vektore:

AB = 2-3)i+(G-1j+(1—4k=—7+4] 3k
AC = (B3-3)i+ @D+ (- Dk =T+ (v DF,
sto uvrstavanjem u |1@| = |B[ i kvadriranjem daje
VED? 24 (=3 = VI2+(y—4)

26 = 1+(v—4)2,
odakle slijedi da zadatak ima dva rjeSenja v; = —11 v, =9. O

Zadatak 2.7. Zadana su tri vrha paralelograma ABCD: A(—-2,-1,1), B(4,—2,2)
i C(6,1,3). Odredite koordinate tocke D.

Rjesenje. U paralelogramu vrijedi jednakost vektora lﬁ = E Ako oznacimo
D = (z,y, z), imamo

= (442)i+(—2+1)j+2-1k
= 6i—j+k,

(6 —a)i+(1—y)j+(3

+(3—2)
6—2)i+(1—y)j+B—=2

)
odakle (iz jednakosti vektora s lijeve i s desne strane jednakosti) odmah slijedi
rjesenje: D = (0,2,2).

Zadatak se moze rijesiti i u matricnom zapisu - iz jednakosti W = 1@ slijedi

1S

k
k

<

6 x 4 —2
1|yl = | —2]-] -1
| 3 | s 2 1
e F ] - :
1{—=1w = -1
| 3 | s 1
6 6 ] [z ]
11—-1 -1 = Y
3 L] B

z ] [ 0]

vyl = |2

z | 2

odakle o¢itavamo da je D(0, 2, 2). O

Zadatak 2.8. Napisite zavrsnu tocku vektora a = 2+ 35—4/;, ako je pocetna tocka
tog vektora dana s (1,2, —2).
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Rjesenje. Oznac¢imo koordinate zavrine tocke vektora @ s (x,y, z) i koristimo for-
mulu za vektor zadan koordinatama pocetne i zavrsne tocke:

x 1 2
y | — 2 = 3 =a
z -2 —4
pa dobivamo
x 2 1 3
yl|l=13 |+ 2 |=] 5|,
z -4 -2 —6
tj. zavrsna tocka vektora @ glasi (3,5, —6). O

Zadatak 2.9. Napisite zavrsnu tocku vektora kojem je pocetna tocka (1,1,1), a dva
puta je dulji od vektora s pocetnom tockom (—1,2,3) i zavrsnom tockom (0,1, —2).

Rjesenje. Oznacimo prvi vektor s a, drugi vektor s 5, a pocetnu tocku vektora a s
(x,y,2). Iz @ = 2b slijedi

T 1 0 -1
yl -1 = 2 1| = 2
|z | | 1] —2 3
[z ] 1] [ 1
y|—11 = 2| -1
| 2] | 1] | =5
[ 2 ] [ 1 2
Yy = 1+ -2
3 1 ~10
[ 7 ] [ 3
) = —1 )
| 2z | | -9
tj. zavrsna tocka vektora @ glasi (3, —1,—9). O

Zadatak 2.10. Nadite tocku B usmjerene duZine 1@ takve da je A(1,2,3), a
P(2,3,7) je poloviste duzine AB.

Rjesenje. Kako je P poloviste duzine AB, to je 1@ = 21@. Ako oznacimo
B(zx,y, z), mora vrijediti

x 1 2 1 2
yl-l2|=2(13]=-|2|]=1|2],
2 3 7 3 8
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odakle je
x 3
y =141
z 11
dakle zavrsna tocka glasi B(3,4,11). O

Napomena. Prethodni zadatak nam daje ideju da izvedemo formulu za koordi-
nate polovista P duzine T1yTy dane s Ty (x1,y1, 21), Ta(x2, Y2, 22). Oznacimo najprije
P(z,y,z). Iz jednakosti vektora ’_ZTlﬁ = %TI o slijedi

T ml_ 1 T2 xy
yl = %N = 5 Y2 | — | U1
A 21 | %) <1
-ZL'- 1 1 To — I1
Y = Y1 +§ Yo — Y1
_Z_ 21 Z9 — 21
[ ] 1 1+ To
Y = 3 Y1+ Y2
| 2] 21+ 29

Vidimo da je poloviste duzZine T\T, dane s Ti(x1,y1,21), To(x1,ys, 22) dano s

p T1+ T2 Y1+ Y2 21+ 2
2 ’ 2 2 '

Slicno se moze izvesti formula za teZista trokuta T\T,T5 zadanog s Ti(x1,y1, 21),
TQ(:C27 Y2, ZQ)) T3($3, Y3, Z3)'.

T T+ 2To+ T3 Y1 +Y2+ Y3 21+ 22+ 23
3 ’ 3 ’ 3 ’
Zadatak 2.11.

(i) Provjerite koja dva od vektora @ = 2i—j+3k, b=3i+2j—k, ¢= —4i+2j—6k
su kolinearni.

(ii) Nadite realne brojeve x iy tako da vektori d = —i+2j—kib=3i+zj+yk
budu kolinearna.

Rjesenge.
(i) Po kriteriju kolinearnosti dobivamo da za @ i b vrijedi
2 -1 3
372 70

22



Poglavlje 2 Matematika 1 - seminar

Sto znaci da @ i b nisu kolinearni. Takoder, b i ¢ nisu kolinearni. No, za @i ¢
imamo
2 -1 3

—4 2 =6
pa su vektori a i ¢ kolinearni.

(i) Vektori @ i b su kolinearni ako i samo ako vrijedi
1 2 -1
3 z oy’

Sto je sustav od dvije jednadzbe s dvije nepoznanice ¢ijim se rjeSavanjem
dobiva z = —61y = 3.
O

Zadatak 2.12. PrikaZite vektor ¢ = —4}' — 3k kao linearnu kombinaciju vektora
a=3t—j)ib=i+j+k.

Rjesenje. Zapisati ¢ kao linearnu kombinaciju vektora @ i b znaci nadi koeficijente
a i [ tako da vrijedi

¢ = ai+ fb,
tj.
[ 0 ] 3 1
—4 = a| -1 |4+p]|1
| -3 0 1
[0 ] 3a+ 3
—4 = —a+f
[ =3 | B
Dobivamo sustav od tri jednadzbe s dvije nepoznanice:
3a+p =0
—a+6 = —4
g = =3
Uvrstavanjem f = —3 u prvu jednadzbu dobivamo da je 3a = 3, tj. a = 1.
Uvrstavanjem § = —3 i a = 1 u drugu jednadzbu uvjeravamo se da rjesenje zado-
voljava sve tri jednadzbe. Dakle, dobili smo sljedeci zapis ¢ kao linearne kombinacije
vektora @ i b: ¢ = a — 3b. O]

Napomena. Primijetimo da u prethodnom zadatku rjesenje koje smo dobili iz prve
1 trece jednadzbe nije moralo zadovoljavati © drugu jednadzbu. Da se to dogodilo za-
kljucili bismo da € nije moguce zapisati kao linearnu kombinaciju vektora a i b. To
opcenito i jest tako: da bismo zapisali opéeniti vektor prostora kao linearnu kombi-
naciju vektora, potrebna su nam najmanje tri vektora (zato i imamo tri koordinatna
vektora i, j i k).
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Zadatak 2.13. Prikazite vektor CZ.: 2 + 3;4— 3k pomoéu vektora @ = 2i — 3;+ E,
b=2i+4)+3k ic=4i+ 2y + 4k.

Rjesenje. Trazimo koeficijente «, 51 v tako da vrijedi
d = ad+ b+ ¢

Imamo sada

2 2 2 4

3 = a| 3| +p8 4| +v] 2
| 3 ] 1 3 4
[ 2] 200 + 28 + 4y

3| = | “3a+48+2y
| 3 a+ 30+ 4y

Dobivamo sljedeéi sustav od tri jednadzbe s tri nepoznanice:

20+ 28+ 4y =
—Ba+48+2y =
a+38+4y =

Jedinstveno rjeSenje je danos a =1, § =2, v = —1, tako da je d=ad+2b—¢ O
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Zapis nekih transformacija
ravnine i prostora - pojam matrice
1 linearnog operatora

3.1 Translacija

Definicija. Translaciju trodimenzionalnog prostora zadajemo vektorom trans-
lacije v = ai + b;+ ck. Vektor translacije svaku tocka prostora T(x,y, z) transla-
tira u novu tocku T'(x',y', 2"), koju zovemo i slika tocke T pri zadanoj translaciji
(ili, opcenito, zadanoj transformaciji). Koordinate tocke T' rac¢unamo iz jednakosti

(%

TT = v:
x x a r+a
yl=lyl|+|b]|=]ytbd
z z c z+c

Napomena. Translaciju moZemo promatrati i u ravnini ili visedimenzionalnom
prostoru, uz odgovarajucu formulu analognu gornjoj.

Zadatak 3.1. Nadite tocku dobivenu translacijom tocke T(—1,0,5) za vektor v =
3i+2] — k.

Rjesenje. Oznacimo trazenu tocku s 7"(2',y',z’). Prema formuli za translaciju
imamo

x! -1 3 2
vy l=10|+] 2 |=1]2
2! 5 -1 4
pa koordinate tocke T" glase (2,2,4). ]

Zadatak 3.2. Nadite vektor translacije koji prevodi tocku (2,1,3) u tocku (1,1,2).
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Rjesenje. Oznacimo trazeni vektor s v = ai + bf + ck. Koristedi gornju formulu
Imamo

1 2 a
1l=11]+]0d],
2 3 c
pa slijedi
a 1 2 —1
bl=(1|—-]1]=1]0
c 2 3 —1
Vektor translacije glasi o = —i — k. m

3.2 Rotacija

Promatrat ¢emo rotacije u ravnini oko ishodista za zadani kut rotacije te u prostoru
oko neke istaknute koordinatne osi, takoder za zadani kut rotacije. Za razliku od
translacije, za zadavanje rotacija ne koristimo vektor ve¢ matrice, dok za nalazenje
slike tocke pri zadanoj rotaciji trebamo poznavati osnove mnozenja matrica. Vise o
matricama i njihovom mnozenju mozete pronac¢i u Poglavlju 4, a ovdje spominjemo
samo ono Sto je nuzno.

Definicija. Rotacija ravnine oko ishodista za kut o (u pozitivnom smjeru -
smjeru suprotnom kretanju kazaljke sata) zadana je matricom rotacije

cosa —sino
sinaw  cos«

Ukoliko Zelimo pronaéi tocku T'(z',y’) dobivenu rotacijom tocke T(x,y) oko is-
hodista za kut o, koristimo sljedecu formulu:

2| | cosa —sina x| _ | zcosa—ysinw
y | | sihna cosa y | | xsina+ycosa |’

Primjer 3.3. Za neke specijalne kuteve imamo @ specijalne transformacije ravnine,
npr. za kut o = 0° dobivamo

cosae —sina | | cos0® —sin0° | |1 O
sina cosa | | sin0° cos0° | |0 1 |°

Ovu matricu nazivamo jedinicnom matricom (reda dva) zbog svojstva da ne mijenja
stupcant vektor, sto odgovara cinjenici da je slika tocke pri rotaciji za kut o = 0°
opet ona sama:

Lot =)
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S druge strane, za o = 180° imamo

cosa —sina | | cos180° —sinl80° | | =1 O
sina cosa | | sinl180° cos180° 10 -1

§to znaci da za sliku T'(x',y") tocke T(x,y) imamo

g -1 0| (o] | ()a+0-y | _ | -2z

y | [0 -1 y| [0z+(D)-y | [y
Vidimo da je T zrcalno simetriéna tocki T obzirom na ishodiste, Sto odgovara
¢ingenici da je rotacija za o = 180° isto Sto i simetrija obzirom na ishodiste. Provje-
rite da je gornja matrica rotacija jednaka matrici spomenute simetrije (vidi sljedeci

odlomak).

Zadatak 3.4. Zapisite matrice rotacija u ravning oko ishodista za sljedece kuteve:
(i) o = 45°
(i) a = 150°

(1i) o = 300°.

Lzracunagte sliku tocke T(—2,4) pri ovim rotacijama. PrikaZite graficki!

Rjesenge.

(iii) Koristimo formulu za matricu rotacije:

cosa —sina | | cos300° —sin300° | _V3
sina cosa | | sin300° cos300° |

|
N~ Do
|
N
e[S
| |

Dalje, racunamo sliku 7" tocke T
V342

[H_[_—i —i '[ﬂ‘[<—(%_>-73<)—'2<>+<—%>%4]‘[um]‘

Dakle, rjesenje je T'(v/3 + 2,1 — 2¢/3).

Graficki prikaz: Obzirom da je v/3 ~ 1.7, imamo T" ~ (3.7, —2.4). Crtanjem
tocaka T" i T" u istom koordinatnom sustavu uvjerite se da je kut s vrhom u
ishodistu i krakovima kroz T'i1 T" jednak upravo a = 300°.

]

Zadatak 3.5. DokaZite racunski v geometrijski da rotacija oko ishodista za pravi
kut tocku T'(z,y) preslikava u tocku T'(—y, x).
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Zadatak 3.6. Za koji kut treba rotirati tocku (2,2) da bismo dobili tocku (—1 —
\/3, -1+ \/3) ¢ Napisite matricu te rotacije!

Rjesenje. Treba vrijediti:
~1—-+3 | cosa —sina . 2| | 2cosa—2sina
—14++3 | | sina cosa 2| | 2sina+2cosa |’

odakle dolazimo do sustava jednadzbi:

2cosa—2sina = —1—1+/3
2sina+2cosa = —14++3
¢ije rjeSenje glasi sina = \/Tg’ cosa = —%, odakle vidimo da je o = 120°. O

Definicija. U trodimenzionalnom prostoru takoder promatramo rotaciju za zadni
kut o, ali ta rotacija prostora ne moze biti oko ishodista (jer ne bi bila dobro za-
dana), veé oko nekog istaknutog pravca, najéesée neke od koordinatnih osi. Matrice
rotacije za kut o oko x, y 1 z-o0si, redom, glase ovako:

1 0 0 cosae 0 —sina cose —sina 0
0 cosa —sina |, 0 1 0 , sinaa  cosa 0
0 sina cosa sinaw 0 cosa 0 0 1

Zadatak 3.7. Napisite matricu prostorne rotacije oko y—osi za kut o = 240° te
nadite sliku tocke T'(0,3, —2) obzirom na tu transformaciju.

Rjesenje. Koristimo srednju matricu iz gornje definicije i dolazimo do sljede¢e ma-
trice rotacije:

cosae 0 —sina cos240° 0 —sin240° —% 0 ‘/75
0 1 0 = 0 1 0 = o 1 0 |,
sina 0 cosa sin240° 0 cos 240° _ \/75 0 —3

sto daje sljedecu sliku T"(2', ¢/, 2’) tocke T

a —1 0 & 0 V3
v = 0 1 0 3 |=| 3
2’ _\/73 0 -1 —2 1
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3.3 Simetrija i projekcija

Definicija. Simetrije promatramo u ravnini ¢ prostoru. Sli¢no kao i kod rotacija,
navodimo pripadne matrice simetrija:

Simetrije ravnine

(1) Centralna simetrija ravnine obzirom na ishodiste:

o]

(11) Dwvije osne simetrije obzirom na koordinatne osi x i y:
1 0 -1 0
0 —1 |’ 0 1]°

(i) Centralna simetrija prostora obzirom na ishodiste:

Simetrije prostora

(11) Tri osne simetrije obzirom na koordinatne osi x, y i z:

1 0 O -1 0 0 -1 0 0
0 -1 0 |, 0o 1 0 |, 0 -1 0
0 0 -1 0 0 -1 0 0 1

(i1i) Tri simetrije obzirom na koordinatne ravnine xy, vz i yz:

10 0 1 0 0 ~10 0
01 0|, |0 -10], 0 10
00 —1 0 0 1 0 0 1

Napomena. Primijetite da se u matricnom zapisu simetrija na dijagonalt matrice
nalaze brojke 1 ili —1, ovisno o tome o kojoj se simetriji radi, dok su nedijagonalni
elementi tih matrica jednaki nuli. Matrice je najlakse zapamtiti tako da zamislimo
kako prvi element dijagonale matrice "pripada” x-koordinati, drugi y-koordinati (te
treéi z—koordinati ukoliko se radi o simetriji trodimenzionalnog prostora). Pritom
su oni dijagonalni elementi koji odgovaraju koordinati (ili koordinatama) objekta
obzirom na kojeg se izvodi simetrija jednaki 1, dok su preostali elementi jednaki —1.
Brojka 1 na dijagonali sugerira da se odgovarajuca koordinata tocke pri simetriji
nece promijeniti, dok —1 govori da ce se odgovarajuca koordinata promijeniti u
suprotnu.
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Definicija. Za svaku od gore navedenih simetrija mozZemo promatrati i pripadne
projekcige, cije pripadne matrice dobivamo tako da u odgovarajucoj matrici sime-
trije sve elemente koji su jednaki —1 zamijenimo nulama, dok elemente jednake 1
ostavljamo nepromijenjenima.

Primjer 3.8. Matrica prostorne projekcije na koordinatnu ravninu xz glasi:

1
0
0

o O O
_ o O

Ova matrica sugerira da ée slika T' projekcije tocke T (x,y, z) na xz—ravninu glasiti
T'(z,0,z2).

Zadatak 3.9. Napisite matrice sljedecih transformacija prostora:
(i) simetrija obzirom na xrz—ravninu
(ii) projekcija na yz—ravninu

te ih primijenite na tocku (2,—1,4).

Rjesenge.

(i) Matrica simetrije obzirom na xz—ravninu glasi

1 0 0
0 -1 0
0 0 1

o 1 0 0 2 2
y =10 -1 0 —1]=11
P 0 0 1 4

3.4 Matrice i linearni operatori

Matrice rotacija, simetrija i projekcija su primjeri kvadratnih matrica, tj. ma-
trica s jednakim brojem redaka i stupaca. Opcenito, svaka kvadratna matrica
predstavlja neku transformaciju ravnine u ravninu ili prostora u prostor, tj. tran-
sformaciju koja ne mijenja dimenziju promatranog prostora.
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Zadatak 3.10. Odredite sliku tocke T'(x,y) pri transformaciji ravnine zadane kva-
dratnom matricom
-3 1
5 =2
Rjesenje. Racunamo:
g -3 1| || _|(8)x+ly| | Br+ty
vy | | 5 =2 y| | bx+(-2)y| | br—2y

pa je slika tocke T dana s T'(—3x + y, bz — 2y). O

Osim transformacija koje ¢uvaju dimenziju prostora, postoje transformacije koje
preslikavaju ravninu u prostor ili prostor u ravninu. Takve transformacije ¢e i dalje
biti predstavljene matricama, uz uvjet da se radi o linearnim transformacijama,
tj. transformacijama gdje je veza medu koordinatama slike i poc¢etne tocke linearna.
Medutim, te matrice viSe nec¢e biti kvadratne. Vise o vezi linearnih transformacija
i matrica mozete pronaci u posljednjem odlomku Poglavlja 4.

2 0 -3

1 -7 5
predstavlja primjer linearne transformacije prostora u ravninu. Na primjer, slika
tocke prostora T'(1,—1,4) bit ée tocka ravnine T'(—10,28):

Primjer 3.11. Matrica

1

2 0 =3| 1] = 2-14+0-(-1)+(=3)-4] | —10
1 =7 5 4 114+ (=T) (-1 +5-4 | | 28 |°
Napomena. Opcéenito, linearna preslikavanja na vektorskim prostorima zovemo
linearnt operatori. Mi se ovdje njima necemo baviti, dovoljno je da zapamtimo

da su linearni operatori predstavljeni matricama, a mi th moZemo zamisljati kao
gore opisane linearne transformacije.
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Algebra matrica. Inverzna
matrica. Determinanta

4.1 Definicija matrice

Definicija. Neka sum in prirodni brojevi. Shema u kojoj familiju A realnih brojeva

a;; (1€{l,...,m},je€{l,...,n}) zapisujemo na sljedeci nacin
a1n a2 ... Qin
A - G21 dg22 ... dQ2p
A1 Ama - Qmn

zove se matrica od m redaka i n stupaca, tj. matrica tipa m x n. Za element
a;; kazemo da dolazi na mjestu (i,j) w matrici A. Matricu zapisujemo i ovako:

Brojevi ay1,a12,...,a1, c¢ine prvi redak, asi, ass, ..., az, drugr redak, a,,
2, -, Amn M-t redak matrice A. Brojevi ai1,as1, . . .,am1 C¢ine prot stupac,
(12,92, . . ., Ay drugi stupac, a a,,do,, . . ., Ay, N-t1 sStupac matrice A.

Duvige matrice su jednake ako su istog tipa i odgovarajuci elementi su im jednaks.

Definicija. Za matricu kaZemo je kvadratna matrica ako ima jednako mnogo
redaka i stupaca (kazZemo da je reda n, gdje je n broj redaka, odnosno stupaca).
Kvadratnu matricu A zovemo dijagonalnom ako je oblika

a;; 0 ... 0
Ao 0 a.gg 0
0 0 ... an
Elementi ai1, ass, . . ., an, ¢ine glavnu dijagonalu matrice A.

Jediniéna matrica I je takva dijagonalna matrica ¢iji su svi dijagonalni elements

33



Matematika 1 - seminar Poglavlje 4

jednaki 1, a nul-matrica O je dijagonalna matrica ¢iji su svi dijagonalni elementi
jednaki O (mozemo jednostavnije reéi da su svi elementi nul-matrice jednaki nuli).

100
Primjer 4.1. I = | 0 1 0 | je jedini¢na matrica reda 3, a O = { 8 8 } nul-
0 01

matrica reda 2.

4.2 Matri¢ne operacije

Definicija. Zbroj matrica moguce je definirati samo medu matricama tstog tipa:
za A = (a;;) © B = (bi;) tipa m x n je matrica C' = (¢;5) tipa m X n s elementima
Cij = ai; + bij, sto znaci da se zbrajaju elementi na istim pozicijama.

[1 32}{2 —15}:

-1 0 1 -3 -1 0

_ 1+2 3+(-1) 2+45] _[ 3 2 7
{—1+(—3) 0+ (—1) 1+0} {—4 —1 1]‘

Definicija. MnoZenje matrice A = (a;;) skalarom \ daje matricu NA = (Aa;;),
Sto znaci da se svaki element polazne matrice mnozi zadanim skalarom.

Primjer 4.2.

Primjer 4.3.

o A]-[E0 S ST ST

Zadatak 4.4. Izracunajte A+ 2B za sljedeée matrice (ako postoji):

. [2 -1 0 3 0 1
WA=19 1 3}’ B_{—Q -1 o}

2 0
(i) A=| -1 1|, B:[_?’Q _01”
| 0 3
Rjesenge.
(i)
[2 -1 0 3 0 1
aeas = [2 0[5 0 ]
2 -10 60 2]
o0 1 3 —4 =2 0|
[ 8 -1 2
| -4 -13
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(ii) Trazena matrica ne postoji jer A i B nisu istog tipa.
0

Definicija. Razliku matrica A— B treba shvatiti kao skracéeni zapis za A+ (—1)-
B, sto znaci da se oduzimangje provodi na analogni nacin kao i zbrajanje © moguce
je samo medu matricama istog tipa.

Napomena. Za zbrajanje matrica i mnoZenje matrica skalarom vrijede svojstva
koja vrijede i za realne brojeve, dakle asocijativnost, komutativnost, te distributiv-
nost mnozenja skalarom prema zbrajanju.

Definicija. UmnoZak matrica A i B definira se samo ako matrica A ima toliko
stupaca koliko matrica B ima redaka. Broj redaka matrice umnoska A - B jednak je
onom matrice A, a broj stupaca onom matrice B.

Preciznije: neka je matrica A tipa m x n i B tipa n X p. Tada matrica C = A- B
mma tip m X p, a elementi su joj dani s

Cij = anbij + aioba; + ... ainby;,

tj. na ij-tom mjestu je umnozak i-tog retka matrice A i j-tog stupca matrice B.

Zadatak 4.5. Nadite AB i BA ako su A i B sljedece matrice:

1 5
A:{g _11 ﬂ B=| -1 2
1 1
Rjesenge.
- 1 5
= 3] e
L 1 1
[ 31+1-(-1)+2-1 3:5+1-2+2-1 ] [4 19
T 01+ (=) (=) +1-1 0-5+(=1)-241-1] |2 -1
1 5 3 —4 7
BA = | -1 2 {g _11 ﬂ:---: 3 -3 0
11 30 3

]

Napomena. Iz definicije mnoZenja matrica i Zadatka 4.5 se wvidi da mnoZenje
matrica opcéenito nije komutativno, tj. vrijedi AB # BA. Dapace, cest je slucaj
da za zadane matrice A i B postoji umnozZak AB, ali nije definiran umnozak BA, ili
obratno (a ¢ak i da umnosci u oba poretka mnoZenja i postoje, rezultati tih mnoZenja
ne moragu biti matrice istog tipa).
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Zadatak 4.6. Za matrice A i B izracunajte AB i BA (ako postoje):

- 010
wa=2 L2 B=|101
L 010
1
(ii) A= 2 B:[3415]
O b
1
(2 —1 2 1
(i) A=|4 5 6|, B=| 1
0 1 7 -1
1 2 -1 3 1 -1 -4 2 3
_ -2 -3 2 —6 -2 2 0 0 0
(W) A=11 9 o 3 1 o B=|1 00
| 3 6 -3 10 2 -3 0 10
Rjesenge.
(i)
i 010
ap = [22 2] o n|-
L 010

1 5

1

_—11-4}

[(3-0+1-14+2-0 3-14+1-04+2-1 3-0+1-1+2-0 B
1 0-0-1-1+1-0 0-1-1-04+1-1 0-0-1-1+1-0 -

BA ne postoji jer je matrica B tipa 3 x 3, a matrica A tipa 2 x 3, $to znaci
da broj redaka druge matrice u umnosku ne odgovara broju stupaca prve
matrice u umnosku (a to je osnovni uvjet koji matrice moraju zadovoljavati
da bi njihov umnozak bio definiran).

]

Napomena. Za kvadratnu matricu A vrijedi:

A+O0=0+A=A4A
A-T=1 A=A

gdje je O nul-matrica, a I jedinicna matrica istog reda kao i A. KaZemo da je
nul-matrica O neutralni element za zbrajanje, a jedini¢na matrica I za mnoZenje

kvadratnih matrica.

36



Poglavlje 4 Matematika 1 - seminar

Definicija. Formalno mozZemo uvesti i potenciranje kvadratne matrice pri-
rodnim brojem: produkt A - A skraéeno pisemo kao A%, A-A- A= A3 itd.

—1

2 1
Zadatak 4.7. Nekaje A= | 3 0 . Izracunajte A3.
4

1
—1 7

4.3 Determinanta matrice

Definicija. Svakoj kvadratnoj matrici moZemo pridruzujemo realan broj kojeg zo-
vemo determinanta matrice. Za matricu A determinantu oznacavamo s |A| ili
s det A. Determinanta zadovoljava sljedeca osnovna svojstva:

det(AB) = det A-det B =detB-det A= det(BA)
det/ = 1.

Definicija. Za zadanu kvadratnu matricu A determinanta |A| se raéuna razvo-
jem po nekom izabranom retku ili stupcu. Ovdje éemo pokazati razvoj po
prvom retku:

(i) Za kvadratnu matricu prvog reda (degenerirani slucaj, jer se matrica sastoji
od samo jednog elementa) definiramo: detla] := |al.

(ii) Za kvadratnu matricu drugog reda:

ayp a2
= a1by — agby.
bl bg 1V2 2V1
(iii) Za kvadratnu matricu treéeg reda:
a; az as b
2> b3 by b3 br by
b1 bQ b3 = a + as
Co C3 1 C3 C1 C2
1 C2 C3

() Za kvadratnu matricu n-tog reda A = (a;;) definiramo
det A := a1 det AH — 12 det A12 + -+ (—1)”_1a1n det A1n7

gdje je za k € {1,...,n} matrica Ay kvadratna matrica (n — 1)-og reda koja
se od matrice A dobije ispustanjem prvog retka i k-tog stupca.

7

Primjer 4.8. ‘ g A ’:2-4—7-3:—13.
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Primjer 4.9. Razvojem po prvom retku racunamo determinantu

1 1 2
3 -1 —1 :1-’

—1—1‘
2 5 3

3 -1
5 3 _1" ‘

3 1
2 3 +2" ’

2 5

= 1-(=345)—1-(942)+2-(15+2) = 25.

Determinatu ne moramo nuzno racunati razvojem po prvom retku. Moze se
pokazati da determinanta ne ovisi o tome po kojem smo retku ili stupcu radili
razvoj, tako da se u praksi za razvoj koristi onaj redak ili stupac matrice koji sadrzi
najvise nula.

Zadatak 4.10. Razvojem po drugom retku izracunajte

2 3 1
-1 4 =5
1 -2 3

Rjesenje. Racun determinante pocinjem dodjelom predznaka elementima matrice
koji se nalaze u drugom retku (jer po njemu radimo razvoj), tj. multiplikativnih
faktora 1 ili —1, ovisno o tome na kojem se mjestu u matrici element nalazi. Na
primjer, broj 4 se nalazi na presjeku drugog retka i drugog stupca, pa je njemu
pridruzen faktor (—1)?*2, dakle broj 1 (opéenito, elementu a;; pridruzen je broj
(—1)"). Razvoj po drugom retku sada izgleda ovako:

2 3 1
-1 4 =5 =
1 -2 3
e A EY G N I EY G NCON
= 1-(942)+4-(6-1)+5(—4—3) = 4.
0

Zadatak 4.11. Izracunajte determinatu matrice iz prethodnog zadatka razvojem
po drugom stupcu, a potom po trecem retku te se uvjerite da dobivate uvijek isto
rjesenje.

111
Zadatak 4.12. Izracunajte determinantu matrice | 2 2 2
3 45
Rjesenje. Razvojem po tre¢em retku imamo:
1 11
11 11 11
2 2 2 —3’ ’_4’ '+5' ‘—0
3 4 5 2 2 2 2 2 2
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Zadatak 4.13.

Izracunagte determinante sljedecih matrica:

i) { cos sina]

—sina  cos o

(ii){ 1 loglyx]’

log, y

4.4 Inverzna matrica

Definicija. Za kvadratnu matricu A kaZemo da je regularna ili invertibilna ako
postoji kvadratna matrica A™' za koju vrijedi

AA =A A=

Matricu A™' zovemo inverzna matrica (ili, skraceno, inverz) matrice A. Kva-
dratne matrice koje nemaju inverznu matricu zovemo singularne ili neinverti-
bilne matrice.

Teorem. Kvadratna matrica je reqularna ako i samo ako joj determinanta nije
nula.

Napomena. Gornji teorem predstavlja kriteriy za provjeru regularnosti kva-
dratne matrice: one 1 samo one kvadratne matrice ¢ija je determinanta razlicita od
nule imaju inverznu matricu.

Primjer 4.14. Matrica iz Zadatka 4.10 jest reqularna jer joj je determinanta
razlicita od nule, sto ukazuje na to da za nju postoji inverzna matrica, dok je ona
12 Zadatka 4.12 singularna, tj. nema inverznu matricu.

Definicija. Transponirana matrica A™ matrice A tipa m X n matrica tipa n X m
koju dobivamo tako da u matrici A zamijenimo retke stupcima, a stupce retcima.

1 -1
L 32]3'6,47: 30
2 1

Primjer 4.15. Transponirana matrica matrice A = [ 10 1

Definicija. Adjungirana matrica A* kvadratne matrice A je matrica koja na
(i, 7)-om mjestu ima broj (—1)77 - det AT, gdje je AT matrica dobivena iz transpo-

57
nirane matrice A™ izbacivanjem i-og retka i j-og stupca.

1 1 2
Zadatak 4.16. Za matricu A= | 3 —1 —1 | wzracunajte adjungiranu matricu.
2 5 3
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Rjesenje. Najprije racunamo transponiranu matricu A" :

1 3 2
AT=|1 -1 5
2 -1 3

Zatim racunamo A* = (a;;) po elementima:

. 1 -1
S i e BRI GRS
a, = (0. L2 Cnns—2.s =7
12 - - -
2 3
as, = (=1)%. } _31 ‘:1 (-1) —1-3 = —4,
2 7 1
sto daje A*= | —11 —-1 7 |. m
17 -3 —4

Zadatak 4.17. Nadite adjungiranu matricu opcenite kvadratne matrice drugog
reda.

—C a

Rjesenje. Uz oznaku A = [ CCL cbl ] nije tesko vidjeti da je A = [ d —b ] ]

Teorem. Za reqularnu kvadratnu matricu A vrijedi sljedeca

Formula za tnverznu matricu
1 1 _
det A

*

Napomena. Uocite da zbog determinante u nazivniku ova formula ima smisla samo
za reqularne, ali ne i singularne matrice (jer je za njih determinanta jednaka nuli).

Zadatak 4.18. Nadite inverznu matricu opéenite reqularne kvadratne matrice dru-
gog reda.

Rjesenje. Koristeéi Zadatak 4.17 i ¢injenicu da je za A = CCL Z } determinanta
jednaka |A| = ad — bc te prethodni teorem, imamo sljede¢u formulu za inverz

opcenite regularne matrice drugog reda:

1 d —b
ATl = .
ad — bc [ —Cc a ]
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Zadatak 4.19. [zracunajte inverz matrice iz Zadatka 4.16.

Rjesenje. U Primjeru 4.9 smo izracunali determinantu, a u Zadatku 4.16 adjungi-
ranu matricu. Koristenjem formule za inverznu matricu imamo:

] 2 7 1
Al = 5 —11 -1 7
S| 17 -3 4

]

Zadatak 4.20. Provjerite da je matrica dobivena u Zadatku 4.19 doista inverzna
matrici 1z Zadatka 4.16.

Rjesenje. Uputa: treba provijeriti da vrijedi A- A~ = A71. A = I (dovoljno je
provjeriti samo jednu jednakost, npr. A- A™! =1T). O]

Zadatak 4.21.

Odredite inverz matrice iz Zadatka 4.10.

Zadatak 4.22. Koju realnu vrijednost mozZe poprimiti x tako da matrica

2 1 =
A= 2 -1 3
-1 2 0

ima inverznu matricu?

Rjesenje. Prema kriteriju za postojanje inverzne matrice mora biti det A # 0. De-
terminantu matrice ra¢unamo na uobicajeni nacin: det A = 3x —15. Dakle, matrica
A je regularna za sve x za koje vrijedi 3x — 15 # 0, tj. za sve x # 5. O

4.5 Primjena matrica na transformacije

U ovom odlomku nastavljamo s proucavanjem veze izmedu linearnih transformacija
i matrica, zapocete u Poglavlju 3. Promatramo samo one linearne transformacije
koje ”cuvaju” dimenziju prostora, tj. ¢ija je pripadna matrica kvadratna.

Teorem. Kompozicija linearnih transformacija je opet linearna transformacija, a
matrica te kompozicijske transformacije dobiva se mnoZenjem matrica polaznih tran-
sformacija:

Kompoziciji linearnih transformacija odgovara mnozZenje matrica.

Zadatak 4.23. Provjerite pomocu matrica da je kompozicija ravninskih rotacija
oko ishodista za kuteve o i B upravo ravninska rotacija oko ishodista za kut o+ 3.
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Rjesenje. Ravninske rotacije oko ishodista za kuteve o i [ imaju redom sljedece
matricne zapise:

|:COSO4 —sina} |:COSB —sinﬁ}

sina  cos« sinf  cospf

i njihov umnozak je doista matrica ravninske rotacije oko ishodista za kut a + (:

cosa —sina cosff —sinf
sina  cos« sinf3 cosf

- cosacos B —sinasinfS —cosasinfS —sinacos3 |
| cosasinf +sinacos3 —sinasinf +cosacosfB |
| cos(a+B) —sin(a+ pP)

| sin(a+ ) cos(a+p5) |

Zadatak 4.24. Na tocku (2,2,1) primijenite sljedeée transformacije prostora:
(i) transformaciju iz Zadatka 3.7, potom transformaciju iz Zadatka 3.9 (i),
(ii) transformaciju iz Zadatka 3.9 (i), potom transformaciju iz Zadatka 3.7.

Dobivate i iste tocku? Objasnite zasto!

Rjesenge.

(i)

1 0 0 —1 0 2
0 —1 0 0 1 0 2 || =
0 0 1 V3 g _1 1
- - 2 2
(1 0 0] [ -1+ ~1+ ¥
= |0 -1 0 2 = —2
0 0 1] | - 3_% _\/__%

(ii) Analogno kao gore, samo $to je poredak matrica transfromacija suprotan -
prva i druga matrica u gornjem izrazu mijenjaju mjesta. Medutim, rezultat
je isti (provjerite!).

Geometrijski gledano, svejedno je jesmo li tocku najprije rotirali za 240° oko osi
y pa je potom zrcalili obzirom na xz—ravninu, ili smo ucinili obratno; u oba slucaja
dobivamo isti rezultat. O
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Napomena. Prethodni smo zadatak mogli rijesiti i tako da najprije pomnozZimo
zadane transformacije (u bilo kojem poretku):

10 0] [ -5 0% -5 0

0O -1 0]- 0O 1 0 |= 0O -1 0
\/7

R S L ¢ 0 3

te potom dobivenom matricom pomnozZimo stupcanu matricu koja odgovara tock:
(2,2,1).

Zadatak 4.25. PokaZite da uzastopnom primjenom rotacije ravnine oko ishodista
za kut o, centralne simetrije ravnine te rotacije ravnine oko ishodista za kut 180° —
dobivamo identitetu, tj. transformaciju koja preslikava svaku tocku u nju samu.
Interpretirajte zadatak geometrijski i analiticki (tako da wodcite koju matricu dobijete
mnozZenjem pripadnih matrica ovih transformacija)!

Teorem. Inverzna transformacija linearne transformacije je opet linearna transfor-
macija, a matrica te inverzne transformacije je itnverzna matrica matrice polazne
transformacije:

Inverznoj linearnoj transformaciji odgovara inverzna matrica.

Zadatak 4.26. Koriste¢i matricni racun provjerite da je inverzna transformacija
ravninske rotacije oko ishodista za kut o opet ravninska rotacija oko ishodista, i to
za kut —a.

cosa —sino

. ravninske rota-
sina  cosa

Rjesenje. Racunamo inverznu matricu matrice {
cije oko ishodista za kut «. Vrijedi detA = cos? o + sin? @ = 1 pa je
gl | cosa sina | | cos(—a) —sin(—a)
| —sina cosa | | sin(—a) cos(—a) |’

Sto je upravo matrica ravninske rotacije oko ishodista za kut —a (koristili smo
sljedeca svojstva trigonometrijskih funkcija: cos(—a) = cosa, sin(—a) = —sina).
O

Zadatak 4.27. Nadite inverznu transformaciju prostorne simetrije obzirom na
TZ—TaUninu.

Rjesenje. Prema formuli za inverzu matricu racunamo inverznu matricu spomenute

simetrije:
1

1 0 0] 1 0 0
0 -1 0| =--=]0-10],
0 0 1 0 0 1

tj. dobivamo polaznu matricu. Zakljucujemo da je inverzna transformacija zadane
simetrije opet ista ta simetrija. Objasnite zasto (koristite geometrijski argument)!
O]
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Skalarni, vektorski i mjesoviti
produkt vektora

5.1 Skalarni produkt vektora

Definicija. Pod kutem izmedu vektora d i b smatramo mangi od kuteva koje
zatvaraju zrake koje odreduju vektori a i b kad imaju zajednicki pocetak.
Za dva vektora kaZemo da su ortogonalni ako je kut izmedu njih prave.

Definicija. Skalarni produkt ne-nul vektora a i b dan je s

— —

a-b:=|dl-|b|-cosp,

gdje je v kut izmedu vektora a i b. Ako je bar jedan od vektora a i l;jednak nul-
vektoru, onda definiramo a - b = 0.
Specijalno, za b = a imamo

a-d=a*=|dl-|a-cos0° =|a’.
Napomena. [z definicije se vidi da je skalarni produkt ne-nul vektora broj, i to:
(i) pozitivan broj ako i samo ako je kut medu vektorima Siljast
(i) nula ako i samo ako je kut medu vektorima pravi
(#ii) negativan ako i samo ako je taj kut tup.
Zadatak 5.1. Dokazite turdnje iz prethodne napomene.

Napomena. Za ortogonalne vektore zbog cosp = cos90° = 0 vrijedi a - b=0. 9
druge strane, ako je a-b=0, onda je ili neki od vektora a, b, jednak nul-vektoru,
ilt su @ 1 b ortogonalni.
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Prlmjer 5.2 Specijalan slucaj medusobno ortogonalnih vektora su koordinatni vek-
tori 1z 1, j ik iz Poglavlja 2. Za njih vrijedi:

11 =
ANES

Zadatak 5.3. Koji kut zatvaraju jedinicni vektori m i 1 ako su vektori @ = m+ 21
1 b= 5m — 4n medusobno ortogonalni?

Rjesenje. Cinjenicu da su vektori @ i b ortogonalni piSemo preko skalarnog produkta:

—

b o=
(m + 21) - (5m — 4n) =
5m? 4+ 107m — 4mi — 8i° =
5m|* + 6mit — 8|i]* =

5+6cosp —8

o O o o O

odakle slijedi cos p = —%, odnosno ¢ = 120°. O]
Zadatak 5.4. Zadano je |@| = 11, |b| = 23, |@ — b| = 30. Lzracunajte |G+ b|.
Rjesenge. Racunamo:

@+b? = ( +) = (@+b)(@+b) = @ + 2ab+ b = |@?> + |b]> + 2ab
@—b> = - =|a*+ |b)* — 2ab.

Zbrajanjem ovih jednakosti imamo |@ + b2 + |@ — b]> = 2(]@® + |b]?), odakle
uvrstavanjem vrijednosti zadanih u zadatku odmah slijedi rjesenje: |@ + 5] = 20.

Zadatak ima i geometrijsku formulaciju: izracunaj duljinu krace dijagonale parale-
lograma kojem su duljine stranica 11 i 23, a duljina duze dijagonale iznosi 30. [

Skalarni produkt vektora se lako racuna ako su vektori zadani u analitickom
zapisu. Osim skalarnog produkta, analiticki zapis vektora omogucéuje provjeru or-
togonalnosti vektora te izracun kuta medu vektorima. Ove formule dajemo za
prostorne vektore, no analogne formule mogu se napisati i za vektore u ravnini ili
pak visedimenzionalnom vektorskom prostoru.
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Teorem. Za dva analiticki zadana vektora d = aJ—i— a2j+ a3E ib = bJ—i— bJ—f—
bsk vrijedi sljedeéa formula za skalarni produkt te (samo za ne-nul vektore!) dvije
direktne posljedice te formule:

Formula za skalarni produkt

a- g: a1b1 + (lgbg + a3bg

Kriteriy ortogonalnosti

6,5 ortogonalni <  a- b= a1by + asby + asbs =0

Formula za kut medu vektorima

—

cos p =

b a1b1 + agby + agbs
bl VarZ + a2 + a2/ by + bo® + bs?

SRS

Zadatak 5.5. Dokazite formulu za skalarni produkt iz gornjeg teorema.

Rjesenje. Uputa: koristite se svojstvima skalarnog produkta te Primjerom 5.2. [

- -

Primjer 5.6. Skalarni produkt vektora @ = i — j 1 b = ;’4— k racunamo prema
formuli za skalarni produkt na sljedeci nacin:

ab=1-0—-1-14+0-1=—1.
Vidimo da je kut medu ovim vektorima tup, jer je skalarni produkt negativan.
Primjer 5.7. Vektori d = 2 — j’—k kib=—i— f+ k su ortogonalni jer vrijedi
@-b=2-(=1)+(=1)-(=1)+1-1=0
pa je zadovoljen kriterij ortogonalnosti.

Zadatak 5.8. Izracunagjte kut medu vektorima iz Primjera 5.6.

Rjesenje. U Primjeru 5.6 izracunali smo skalarni produkt ovih vektora, Sto koris-
timo u formuli za kut:
-1 1

COsS Y = = ——,
7 V124 (=12 + 02 V02 4+ 12 + 12 2

iz cega zakljucujemo da se radi o kutu ¢ = 120°. O]

Zadatak 5.9. Izracunajte kut medu dijagonalama paralelograma iz Zadatka 6.6.
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Rjesenje. Racunamo vektore dijagonala /@ i Eﬁ:

AC = Si+2j 42k

DB — 4i—4j.
Uz oznaku ¢ za kut medu dijagonalama, imamo:

BEB 32 -8 1

CJAC|.|BD| VE+Z+2 JE+R 2

Dakle, kut medu dijagonalama iznosi ¢ = 60°. O]

5.2 Vektorski produkt vektora

Za razliku od skalarnog produkta, kojeg je moguce definirati u vektorskom prostoru
bilo koje dimenzije, sljede¢i produkt postoji iskljucivo za prostorne vektore. Uocite i
da je rezultat skalarnog mnozenja vektora broj dok ¢e rezultat vektorskog mnozenja
biti vektor.

Definicija. Vektorski produkt ne-nul prostornih vektora a i gje velitor @ x b sa
sljedecim svojstvima:

(i) duljina: modul vektora @ x b jednak je povrsini paralelograma odredenog s a i
b, tj. |a x b| := |@||b| sin p, gdje je ¢ kut izmedu vektora @ i b

(ii) smger: @ X b je ortogonalan na ravninu odredenu vektorima @ i b, tj. ortogo-
nalan je 1 sa 1 s b

(iii) usmjerenje: uredena trojka (@,b,@x b) cini desni sustav: zakretanje vektora
a u vektor b za kut @ promatrano iz krajnje tocke vektora d x b ima pozitivan
smjer (suprotan smjeru kretanja kazaljke sata).

Napomena. Za kolinearne vektore a 1 gje zbog sin ¢ = sin 0° = 0 duljina ]dxg\ =0.
Obzirom da je nul-vektor jedini vektor koji ima duljmu nula, za kolinearne vektore
definiramo a X b=0.8 druge strane, ako je d X b= 0, onda je ili neki od tih vektora
jednak nul-vektoru, ili su oni kolinearni.

—

Primjer 5.10. Za koordinatne vektore i, j 1 k vrijeds

- -

ixi=jxj=kxk=0

?x]’:l%', ij:?, kxi=j.
Na primger, Zelimo odrediti i x j Prema definiciji vektorskog produkta znamo
da to mora biti jedinicni vektor jer mu je duljina jednaka povrsini pravokutnika
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odredenog jedinicnim vektorima i j S druge strane, mora biti ortogonalan na
ravninu odredenu vektorima 1 1 j pa tmamo samo dvije mogucénosti za rjesenje: k
ili —k. No, zahtjev da uredena trojka (i,7,1 X 7) ¢ini desni sustav otklanja drugu

moguénost, dakle imamo i x j = k.

Napomena. Vektorski produkt zadovoljava sljedeéa svojstva:

-,

(iii) (A@) x b=a x (Ab) = A(@ x b).

Kao za skalarni produkt, i za vektorski produkt imamo formule za rac¢unanje u
analitickom zapisu:

Teorem. Za dva prostorna analiticki zadana vektora a = a1;+ aJ—i— a3E ib =
bii + boy + b3k wvrijedi sljedeéa formula za vektorski produkt te (samo za ne-nul
vektore!) jedna direktna posljedica te formule:

Formula za vektorski produkt

7Tk
axb=|a ay as
by by b3
Kritery kolinearnost:
a,b kolinearni < adaxb=|a, ay as |=0.
by by b3

Napomena. Podsjetimo se da smo u Poglavlju 2 dali drugaciji kriteryy kolinearnosti
vektora u analitickom zapisu (s kojim je ¢ak bilo lakSe racunati!).

Zadatak 5.11. DokaZite formulu za vektorski produkt iz gornjeg teorema.

Rjesenje. Uputa: koristite se svojstvima vektorskog produkta te Primjerom 5.10.
O

—

Primjer 5.12. Vektori a =i — j—l— kib=—2i+ 2;' — 2k su kolinearni jer vrijeds

B i
xb=| 1 -1
-2 2 =2

ST
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Zadatak 5.13. Izracunajte vektorski produkt vektora a = Z—j—I—E ib= 2?—}—]—3% te
povrsinu paralelograma kojeg odreduju vektori @ i b. Jesu li vektori @ i b kolinearni?

Rjesenje. Prema formuli iz Teorema imamo

) i 7k
ixb = |1 -1 1 |=
29 1 -3
e N - N I R as N
= 3|72 —3 9 1 |~

= 20 +5j + 3k.

Prema definiciji vektorskog produkta, trazena povrsina P jednaka je modulu vek-
torskog produkta a x b:

P=1|dxbl=+v22+52+32=1/38

Vektori @ i b imaju vektorski produkt razli¢it od nul-vektora pa ne zadovoljavaju
kriterij kolinearnosti i ocito nisu kolinearni. [

Zadatak 5.14. Izracunajte povrsinu paralelograma iz Zadatka 5.9.
Rjesenje. Najprije racunamo vektore stranica zﬁ i @:

AB = 6i—j+Fk

AD = 2 +3j+F,
a potom trazenu povrsinu kao modul vektorskog produkta ovih vektora:

j
1

P =|AB x AD| = — 47— 47+ 20K = VA2 1 27 1 202 = 12V/3.

O O =
w
— = X

5.3 Mjesoviti produkt vektora

Kao i kod vektorskog produkta, mjesoviti produkt tri vektora definiran je iskljucivo
za prostorne vektore.

Definicija. Mjesoviti produkt tri prostorna vektora d, b i ¢ je broj zadan s

(@xb) ¢

gdje s X oznacavamo vektorski, a s - skalarni produkt vektora.
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Definicija. Za tri linearno zavisna prostorna vektora kaZemo da su komplanarnai.
Naziv dolazi odatle sto komplanarnost geometrijski odgovara ¢injenici da ta tri vek-
tora odreduju istu ravninu. To za tri opcenita prostorna vektora nije slucaj: naime,
bilo koja dva od ta tri vektora odreduju neku ravninu (ukoliko nisu kolinearni ili
nul-vektori), ali ne mora nuzno i treéi vektor biti u toj ravnini.

Napomena. Za tri komplanarna prostorna vektora a, bic mygeSoviti produkt je
jednak nuli: (@ X 5) - ¢ =0 jer je a x b ortogonalan na ravninu koju odreduju @
1 l;pa tako i na ¢, koji takoder lezi u mjoj. Po kriteriju ortogonalnosti slijedi da
je skalarni produkt vektora a x b i vektora ¢ jednak nuli, a to upravo znaci da je
mgeSoviti produkt ta tri vektora nula. S druge strane, ako je (a x E) -¢ =0, onda
je ili neki od ta tri vektora jednak nul-vektoru, ili su d i b kolinearni, ili su d, bic
komplanarni.

Teorem. Za tri prostorna analiticki zadana vektora @ = ari + aJ—l— Q3E, b =
b1t 4 bog + bsk i €= c1i + cof + csk vrigedi sljedeca formula za mjesoviti produkt te
(samo za ne-nul vektore!) direktna posljedica te formule:

Formula za mjeSoviti produkt

ay as ag
(C_I:Xb)EZ b1 bQ b3
Ci Co C3
Kriteryy komplanarnost:
a; ag as
a,b,¢ komplanarni < (@ xb)-é=| b by by | =0.
Ci1 C2 C3

Zadatak 5.15. DokazZite formulu za mjesoviti produkt iz gornjeg teorema.

Rjesenje. Uputa: koristite se formulama za skalarni i vektorski produkt vektora te
definicijom mjeSovitog produkta. [

Zadatak 5.16. Izracunajte mjesoviti produkt vektora a = —i+ 2j+ l;:, b= —3;’—1— 2k
i@=2i—5].

Rjesenje. Prema formuli za mjesSoviti produkt imamo

-1 2 1
0 -3 2 :—3‘_21 é‘—Q’_Ql _25'2(—3) (—2)—2-1=-8
2 -5 0
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Primjer 5.17. Vektori iz Zadatka 5.16 ocito nisu komplanarni, jer je njithov mjesoviti
produkt razlicit od nule.

Zadatak 5.18. Pokazite da su sljedeci vektori komplanarni: d = 2 — j—i— l;, b=
14+ 7 —2kic=14+45 — Tk. Izrazite vektor ¢ kao linearnu kombinaciju vektora a i
b.

Rjesenje. Vektori su komplanarni ako je njihov mjesoviti produkt jednak nuli:

2 -1 1
1 1 =2 |=2(-T4+8)+(-T+2)+(4—1)=0,
1 4 -7

sto ovdje jest slucaj. Da bismo izrazili vektor ¢ ¢ kao linearnu kombinaciju vektora @
i b trebamo pronaci skalare a i 5 takve da je ¢ = aa + /Bb

P44 —Th=ai—J+ k) + 8@+ —2k) = (2a+ B)i+ (—a+ B)] + (a — 28)k,

odakle izjednacavanjem koeficijenata uz koordinatne vektore slijedi sustav

20+ 8 = -1
—a+p = 4
a—28 = —T.
Rjesavanjem prve dvije jednadzbe ovog sustava dobivamo a = —1, f = 3, sto

zadovoljava i trecu jednadzbu (to je jos jedna potvrda da su vektori komplanarni).
Zapis vektora ¢ kao linearne kombinacije vektora a i b glasi: ¢ = —a + 3b. O

Zadatak 5.19. Odredite v € R tako da vektori @ = (2z — 6)i + 4] — 3k, b =
3z — 1)+ 2] +2k i ¢ = (3 — 8x)i + (x — 2)] — 3zk budu komplanarni te u tom
slucaju izrazite vektor ¢ kao linearnu kombinaciju vektora a i b.

Rjesenje. Vektori ¢e biti komplanarni ako je

2r — 6 4 -3
3z —1 2 2 =0,
3—8x x—2 -3z

odakle dobivamo dva rjesenja: 1 =41 1y = —= Pogledajmo kako glase vektori
G bicrar =4 a=2+4] —3k b = 11@+2j+2k10— —207 + 2] — 12k.
Dalje, za vektor ¢ trazimo « i § tako da vrijedi ¢ = aa + ﬁg, tj. —297 +2j — 12k =
a(2;+ 47 — 312) - 6(11;+ 27 + 2]2), odakle dobivamo sustav

20+ 118 = =29
da+20 = 2
—3a+2 = —12.
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Ovaj sustav od tri jednadzbe s dvije nepoznanice ima jedinstveno rjesenje i ono
iznosi a = 2, f = —3, pa je zapis vektora ¢ kao linearne kombinacije vektora @ i b
dan s ¢ = 2a — 3b. O

Mjesoviti produkt tri prostorna vektora da, bicima zanimljivu geometrijsku
interpretaciju: zamisljamo da vektori @, bib odreduju prostorno tijelo; zovemo
ga paralelepiped). Moze se pokazati da volumen V' tog paralelepipeda odgovara
mjeSovitom produktu navedenih vektora. Tocnije, vrijedi

V=|@xb)-a.
Napomena. Volumen paralelepipeda bit ce tocno jednak mjesovitom produktu tri
zadana vektora u slucaju da ti vektori ¢ine desni sustav, a suprotan po predznaku
mygeSovitom produktu ako vektori ¢ine lijevi sustav.
Za komplanarne vektore je paralelepiped degeneriran, tj. ima volumen jednak nuli,
§to dodatno (obzirom na gornju formulu) potvrduje veé pokazanu cinjenicu da je
mygeSoviti produkt komplanarnih vektora nula.

Zadatak 5.20. Odredite volumen, povrsinu baze 1 visinu tijela odredenog vektorima
1z Zadatka 5.16.

Rjesenje. U Zadatku 5.16 smo veé izracunali mjesoviti produkt zadanih vektora.

Obzirom da je rezultat negativan, uzimamo da je trazeni volumen V jednak V =

| — 8] = 8. Za bazu paralelepipeda mozemo uzeti paralelogram odreden vektorima a

i b. Znamo da je povrsina B tog paralelograma jednaka modulu njihovog vektorskog
produkta

P

ixb=|-1 2

0 -3

= Ti+ 2] + 3k

N — T

pa je

B=axbl=Ti+2]+3k = VP + 2+ 3 = V2.

Konacno, visinu h mozemo dobiti iz klasi¢ne formule V' = B - h za volumen prizme:

V.8 8Ve2  4/62
B 62 62 31

[]

Zadatak 5.21. PokaZite da su vektori @ = 3i — j, b= i+j+ E, i=j— 3k linearno
nezavisni i prikazite vektor i kao njthovu linearnu kombinaciju.

Rjesenje. Uputa: pokazite da zadani vektori nisu komplanarni (mjesoviti produkt
im nije nula), sto dokazuje njihovu linearnu nezavisnost. Vektor i Cete zapisati
kao njihovu linearnu kombinaciju ako nadete skalare o, 5 i v takve da vrijedi i =
ad + B8] + vk (pogledajte npr. Zadatak 5.18). O
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Linearni sustavi

6.1 Matri¢ni zapis linearnih sustava

Definicija. Sustav linearnih jednadZzbi od m linearnih jednazbi s n realnih ne-

POZNANICA X1, . .., Ty 2aPISUjemo opéenito ovako:
a;1xry + a9 + -+ -+ + AT, = b1
A91X1 + Q222 + +++ + AopTy, = b2
Am1T1 + Qa2 + - -+ QpnTy, = bm

Realne brojeve a;j, gdje jei € {1,2,...,m},j € {1,2,...,n}, zovemo koeficijents
sustava, dok realne brojeve by, bs, ..., b, zovemo slobodni koeficijenti sustava.
Uvodimo oznake za sljedece matrice:

aiq ai2 e QA1n T b1

o1 Q29 ... agn . T — bz
A= 7= S

Aml Gm2 - CGmn Ty b

1 zovemo th redom matrica sustava, matrica nepoznanica : matrica slobod-
nth ¢lanova. Uz ove oznake linearni sustav moZe se zapisati kao

-

AZ =0D.
Dodatno, matricu
a1 a2 ... ap, | b
A= | : ;
Al Qm2 -+ Qpn | b

zovemo prosirena matrica sustava.
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Primjer 6.1. Matricni zapis sustava

r—y+2z = 2
rT+2y—z =
—Adr+4y+z = 1,

uz oznake
1 -1 2 T 2
A= 1 2 =14, =y |, b=]|11{,
-4 4 1 z 1

1 -1 2 x 2
1 2 -1 yl=1]1
—4 4 1 z 1

6.2 Regularni sustavi

Definicija. Kvadratni linearni sustav je sustav koji ima jednak broj jednadzbi i
nepoznanica. Regularnt linearni sustav je kvadratni linearni sustav ¢ija je matrica
sustava reqularna.

Teorem. Regularni linearni sustav AZ = b ima jedinstveno rjesenge dano s:
Rjesenjye regularnog sustava - pomocu inverza matrice sustava
Z=A"'b,

gdje je A™Y inverzna matrica matrice sustava A.

Napomena. Gornja formula jasno ukazuje da je rjeSenje regularnog sustava je-
dinstveno. Naime, inverzna matrica A~' je jedinstvena, pa je jedinstven i umnozak
A7 koji daje rjesenje sustava.

Provjera regularnosti zadanog sustava radi se preko provjere regularnosti matrice
sustava, Sto je najlakse napraviti provjerom da je njena determinanta razli¢ita od
nule (vidi Poglavlje 4).

Zadatak 6.2. Provjerite da je sustav iz Primjera 6.1 reqularan 1 rijesite ga pomocu
gornje formule.
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Rjesenje. Uocimo najprije da je sustav kvadratni, Sto je osnovni preduvjet regu-
larnosti. Prema formuli za determinantu (vidi Poglavlje 4) imamo det A = 27.
Obzirom da je razlic¢ita od nule, sustav je regularan.

Racunamo adjungiranu matricu, a potom i inverznu matricu matrice A, takoder
prema formulama iz Poglavlja 4:

2 1 _1
9 3 9
“1_ |11 1
AT = 9 3 9
4 1
s 0 5
pa je
2 1 1 2
z 5 3 b 2 3
_ 11 1 — 2
Yl =19 3 9 =131
4 1
tj. rjeSenje sustavaglasix:g,yzg,z:l. O]

Zadatak 6.3. NalaZenjem inverzne matrice rijesite sljedeéi sustav:

—r+y+z = 3
r+z = 2
r+2y—z = 1.

Pored metode rjesavanja regularnog sustava pomocu inverza matrice sustava,
poznata je i sljede¢a metoda:

Teorem. Svaki reqularni linearni sustav AX = b moze se rijesiti Cramerovim

pravilom: oznacimo stupce matrice A redom slovima ay, ag, ..., Qy, a Stupac
matrice b s b. Rjesenje sustava je dano formulama
D, D, D,
T =—, To=—, ..., T,=—,
‘"D 7T D "7 D
gdje je D = detlays, ag,...,a,] = detA, D; = det[b,ag,...,a,], ..., D, =
det[ay, ag, ..., b, tj. determinante Dy, Do, ..., D, su determinante matrica dobive-
nih tako da se u matricu A ubacuje stupac b umgesto stupca ay, ag, . .., @,, redom.

Zadatak 6.4. Pomocu Cramerovog pravila rijesite sljedeci sustav:
rT+2y—z+u = -1
20 +0y — 2+ 2u = -2
3x—y—2z+u = 5
r—y+3z—>5u =
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Rjesenje. Sustav najprije zapisujemo matri¢no:

1 2 -1 1 x -1
2 5 -1 2 y | | —2
3 -1 =2 1 z| | b
1 -1 3 -5 u 6
Za matricu sustava racunamo determinantu D = ... = —34. Dalje, racunamo

determinantu D; matrice koja se dobije tako da se prvi stupac matrice sustava
zamijeni stupcem matrice slobodnih koeficijenata:

-1 2 -1 1
-2 5 -1 2
5 -1 -2 1 |- 7%

6 -1 3 -5

Analogno postupamo za ostala tri stupca matrice sustava. Determinante matrica
koje tako dobivamo redom iznose Dy = 34, D3 = —34, D, = 0 pa prema Cramero-
vom pravilu rjesenje glasi

—68 34 —34 0
:_—34:2, i) — .173:—:1 564:—:0.

1 ~ T3 ¢ 34 —34

Zadatak 6.5. Cramerovim pravilom rijesite sustav iz Primjera 6.1.

Zadatak 6.6. Koristenjem obje metode za regqularne sustave rijesite sustave, pro-
vjerisi prije samog riesavanja jesu li reqularni:

(i)
Ty + T2+ a3+ 24
T+ 2.7}2 + 3.773 + 4.%‘4

21’1 +3£L'2+4.’L'3+£L’4 =
3ry + 4w + 23+ 224 =

— = = =

(ii)
rT+2y—z4+u =
20+ by —z+4+2u =
3r—y—224+u =
r—y+3z—>0u =

W N RO
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6.3 Gauss-Jordanova metoda

Definicija. Gauss-Jordanova metoda koristi se za rjesavanje svih linearnih
sustava, ne samo reqularnith. Zadani linearni sustav AT = b svodimo na ekvi-
valentni, ali jednostavniji sustav pomocu sljedecih elementarnih operacija na

—

retcima proirene matrice sustava [A|b]:

(i) zamgjena dva retka

(ii) mnoZengje retka brojem razli¢itim od nule
(iii) dodavanje retka drugom retku.

Napomena. Navedene matricne operacije "oponasaju” postupke koje koristimo pri-
likom rjesavanja linearnog sustava zapisanog u obliku jednadzbi, a to su: zamjena
poretka dvije jednadzbe, mnoZenje odgovarajuce jednadzbe brojem razlicitim od nule
ili dodavange jedne jednadzbe nekoj drugoj jednadzbi sustava.

Matricu sustava se provodenjem navedenih elementarnih operacija pokusava
svesti na dijagonalni oblik ili oblik najblizi dijagonalnom, Sto simbolicki zapisu-
jemo ovako:

[A[B] ~ - ~ [1]A7"D).

Vidimo da u idealnom slucaju, kada uspijemo do¢i do dijagonalne matrice I na
mjestu matrice sustava, s desne strane imamo upravo rjeSenje sustava (usporedi s
prethodnim odlomkom!). To se dogada samo za regularne sutave, dok za druge
linearne sustave dijagonalizaciju ne¢emo moci provesti do kraja.

Pogledajmo kako izgleda rjesavanje regularnih sustava Gauss-Jordanovom me-
todom:

Zadatak 6.7. Gauss-Jordanovom metodom rijesite sustav:

or+4z+4+2t = 3
r—y+2z2+t =1
dr+y+2z = 1
r+y+z+t = 0.
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Rjesenje. Svodimo matricu sustava na dijagonalni oblik:

5 0 42| 3 1 1 1110

1 =121 | 1] ;|1 -=121]1]|,
41 20 1|74 1 20117

1 1 1110 5 0 42 ] 3

(1 1 1 1 ] 0 1 1 1 1 |0
0 =2 1 0o | 1| 4]0 1 3 4 |0 ,
1o -3 =2 -4 1|70 -3 -2 -4]1]|"
0 -5 -1 -3 | 3 0 -5 —1 =3 | 3
[1 0 -2 =3 | 0 10 -2 =310
J01 3 4 o] 5101 3 4 |0 4
“loo 7 8 | 1|7 o0 1 & | 1|7
00 14 17 | 3 00 14 17 | 3

[1 00 =2 | 0 1000 | 1
N6010§§]N701001]
001 & | 1 0010 ]| —1]"
000 1 | 1 0001/ 1

uz koristenje sljede¢ih transformacija:

)

zamjena prvog i cetvrtog retka, kako bismo u gornjem lijevom kutu imali
jedinicu, sto je standardni pocetak - zelimo na kraju imati dijagonalnu formu
s jedinicama na dijagonali i nulama na preostalim mjestima

mnozenje prvog retka s —1, —4 i —1 i dodavanje redom drugom, treéem i
cetvrtom retku da na nedijagonalnim mjestima prvog stupca dobijemo nule

mnozenje tre¢eg retka s —1 i dodavanje drugom retku da na drugom dijago-
nalnom mjestu dobijemo jedinicu

mnozenje drugog retka s —1, 315 i dodavanje redom prvom, tre¢em i cetvrtom
retku da na nedijagonalnim mjestima drugog stupca dobijemo nule

mnozenje treceg retka s % da na tre¢em dijagonalnom mjestu dobijemo jedinicu

mnozenje treceg retka s 2, —3 i —14 i dodavanje redom prvom, drugom i
cetvrtom retku da na nedijagonalnim mjestima tre¢eg stupca dobijemo nule

5 4

mnozenje cetvrtog retkaredom s 2, —= i —% i dodavanje redom prvom, drugom

i trecem retku da na nedijagonalnim mjestima cetvrtog stupca dobijemo nule.

Rjesenje dobivenog sustava, koji je ekvivalentan po¢etnom, mozemo lako ”ocitati” iz
pro§irene matrice sustava: x = 1, y = —1, 2z = —1, t = 1. Dakle, uredena cetvorka
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(1,—1,—1,1) ¢ini jedinstveno rjesenje pocCetnog sustava, koji je o¢ito regularan (u
Sto smo se mogli uvjeriti na pocetku zadatka racunanjen determinante matrice
sustava). O

Zadatak 6.8. U rjesenju prethodnog zadatka pojavili su se razlomci, sto je oteZalo
racunangje u posljednjim koracima. Pokusajte zadatak rijesiti Gauss-Jordanovom
metodom, ali tako da odaberete neke druge elementarne operacije od onih spome-
nutih u gornjem rjesenju. MoZete li naci nacin u kojem ce upotreba razlomaka biti
izbjegnuta?

Napomena. lako se Gauss-Jordanova metoda ¢ini teskom, ona je neusporedivo
brza od metoda koje smo upoznali u prethodnom odlomku, jer koristi mnogo manje
racunskih operacija od tih metoda. Medutim, to je tesko primijetiti na sustavima
s malim brojem jednadzbi i nepoznanica, ali se kod sustava s mnogo jednadzbi i
nepoznanica to moze dobro uociti.

Umjesto dijagonalizacijskog postupka, moguce je svoditi matricu sustava na gor-
njetrokutasti ili donjetrokutasti oblik.

Zadatak 6.9. Gauss-Jordanovom metodom rijesite sustav iz Primgjera 6.1 svodenjem
na gornjetrokutasti oblik.

Rjesenje. 1z rjesenja Zadatka 6.2 znamo da je taj sustav regularan, tj. da ima
jedinstveno rjeSenje. ProSirenu matricu sustava svodimo na gornjetrokutasti oblik

I -1 2 |2 1 -1 2 | 2 1 -1 2 | 2
1 2 -1 ] 1|(~"0 3 =3 ] -1[~*|0 1 -1 | —%
—4 4 1 |1 00 9 | 9 0o 0 1 | 1

koristenjem sljedec¢ih elementarnih operacija:

1) mnozenje prvog retka s —1 i 4 i dodavanje redom drugom i tre¢em retku

2) mnozenje drugog i treceg retka redom s % i %.
Dolazimo do ekvivalentneg sustava
r—y+2y = 2
1
— 2z — _—
Y 3
z =1

kojeg rjesavamo ”odozdo prema gore”: iz treée jednadzbe vidimo da je z = 1, sto
uvrstavamo u prvu i drugu jednadzbu te dobivamo

z—y = 0
2
Y= 3
pa dobivamo konacno rjesenje x = %, Yy = %, z=1. O
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Zadatak 6.10. Gauss-Jordanovom metodom rijesite sustav iz Primjera 6.1 svodenjem
na dijagonalni oblik.

Zadatak 6.11. Gauss-Jordanovom metodom rijesite sustave iz Zadatka 6.6.

U Zadacima 6.7 i 6.9 Gauss-Jordanovom metodom smo rjesavali regularne sus-
tave. No, tom se metodom mogu rjesavati i sustavi koji nisu regularni, tj. nemaju
jedinstveno rjesenje. Jedine dvije mogucénosti za takve sustave su da:

(i) nemaju rjesenja - zovemo ih nemoguéi sustavi
(ii) imaju neograni¢eno mnogo rjesenja - zovemo ih neodredeni sustavi.
Zadatak 6.12. Gauss-Jordanovom metodom rijesite sustav

r+2y+6 =
—r+y—2z = 3
r—4y—22z = 1.

Rjesenje. Svodimo sustav na gornjetrokutasti oblik:

1 2 6 | 5] 1 2 6 | 5
-1 1 =2 | 3|~"0 3 4 | 8 |~?
1 -4 -2 | 1 0 6 -8 | —4
1 2 6 | 5 ] (12 6 | 5
|0 —6 —8 | —4 | 00 0 | 12

koristenjem sljede¢ih elementarnih operacija:

1) mnozenje prvog retka s 1 i —1 i dodavanje redom drugom i tre¢em retku

1

2) mnozenje drugog retka s 3

3) mnozenje drugog retka s 6 i dodavanje tre¢em retku.

Vidimo da jednadzba u trecem retku sada glasi 0z 4+ Oy + 0z = 0 = 12, sto ukazuje
na nemogu¢ sustav, tj. sustav koji nema rjesenja. 0

Zadatak 6.13. Koriste¢i Gauss-Jordanovu pokaZite da sljedeéi sustav nema rjesenja:

2.%1 — 31‘2 +x3 = —4
—I1 + ) —f- 4!133 = 1
r1 — 21‘2 + 5%3 = -2
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Zadatak 6.14. Gauss-Jordanovom metodom rijesite sustav
r+y+z = 2
20 —y—4z = =5
—r+3y+72z = 10.

Rjesenje. Rjesavamo sustav postupkom dijagonalizacije

11 1 | 2 11 1 | 2

2 -1 -4 | -5 |~"0 -3 -6 | -9 |~?
-1 3 7 | 10 0 4 8 | 12
(111 | 2 10 -1 | —1
~10 12 3 |~*l0o1 2 | 3

0 4 8 | 12 00 0 | 0

i to primjenom sljede¢ih elementarnih operacija:

1) mnozenje prvog retka s —2 i 1 i dodavanje redom drugom i treé¢em retku

1

2) mnozenje treceg retka s —3

3) mnozenje trec¢eg retka s —1 i —4 i dodavanje redom prvom i tre¢em retku.

Primijetite da matrica do koje smo ovako dosli u tre¢em retku ima same nule, $to
je ekvivalentno jednadzbi 0z 4+ Oy + 0z = 0. No, ta jednadzba nista ne govori,
jer jednakost 0 = 0 vrijedi uvijek, pa tu jednadzbu mozemo izbaciti iz prosirene
matrice sustava. To znaci da dolazimo do matrice

10 -1 | -1
01 2 | 3

za koju je jasno da ne mozemo dalje nastaviti s postupkom dijagonalizacije. Sustav
do kojeg smo dosli ima dvije jednadzbe i tri nepoznanice i glasi:

r—z = —1
y+2z = 3.

Zbog "manjka” jednadzbi u odnosu na nepoznanice jedna nepoznanica je neodredena,
tj. moze poprimiti vrijednost bilo kojeg realnog broja. Na primjer, mozemo reci

da je to z: piSemo z = A, gdje je A proizvoljan realan broj. Sada iz gornje dvije

jednadzbe dobivamo x = A—11iy = 3—2\, pa je rjeSenje ovog neodredenog sustava

danosz =A—1,y=3—-2\1iz = A, gdje je A realni parametar. Primijetite da ovaj

sustav ima neograniceno mnogo rjesenja koja se dobivaju uvrstavanjem razlic¢itih

vrijednosti za A: za A =1imamoz =0,y =1, 2 =1; za A = —1 imamo z = —2,

y=>5, z=—1itd.

O
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Zadatak 6.15. Koristeéi Gauss-Jordanovu metodu rijesite sustav

20 —y—952z = 3
—x+y+ 3z
r—2y—4z = 0.

I
|
—_

6.4 Racun determinante 1 inverzne matrice

Elementarne matri¢ne operacije mozemo koristiti i za nalazenje determinante i
inverza kvadratne matrice.

Definicija. Rac¢unanje determinante zadane kvadratne matrice pomocu ele-
mentarnih operacija provodi se uz iste elementarne operacije kao i za Gauss-Jordanovu
metodu, ali ovdje dodatno vrijede sljedeca pravila:

(i) Ako dva stupca ili dva retka matrice zamijene mjesta, determinanta mijenja
predznak.

(ii) Za matricu B dobivenu mnoZenjem stupca ili retka matrice A nekim realnim
brojem k vrijedi: det B = k det A.

(iii) Determinanta se ne mijenja ako nekom retku ili stupcu matrice A dodamo
linearnu kombinaciju ostalih redaka ili stupaca.

Napomena. Pri racunanju determinante na gornji nacin koristimo se i sljedeéim
cinjenicama koje opéenito vrijede za determinante:

(i) Ako su svi elementi nekog stupca ili nekog retka matrice jednaki nuli, onda je
1 determinanta te matrice jednaka nuli.

(ii) Ako matrica ima dva stupca ili dva retka jednaka, onda je determinanta te
matrice jednaka nuli.

(#ii) Determinanta matrice koja ima trokutasti oblik jednaka je umnosku dijago-
nalnih elemenata.

Koristenjem elementarnih matri¢nih operacija determinantu najcesé¢e racunamo
svodenjem na trokutasti oblik.

Zadatak 6.16. Koristeci gornja pravila izracunajte determinantu matrice

0
A= 1
1

W N =
N — DN

64



Poglavlje 6 Matematika 1 - seminar

Rjesenje. Imamo redom:

1 20 1 2 0
3 21 0 —4 1
1 2 0

=2 -3/0 1 —1|=°

0 —4 1
1 2 0

=3 3|01 —3 |=
00 —3

uz primjenu sljedec¢ih elementarnih operacija:
1) mnozenje prvog retka s —2 i —3 i dodavanje redom drugom i tre¢em retku
2) izluéivanje —3 iz drugog retka
3) mnozenje drugog retka s 4 i dodavanje tre¢em retku.

Determinanta posljednje gornjetrokutaste matrice jednaka je umnosku dijagonalnih
elemenata. O

Zadatak 6.17. Koristeci gornja pravila izracunajte determinantu matrice sustava
1z Primgera 6.1.

Definicija. Rac¢unanje inverzne matrice zadane kvadratne matrice A pomocu
elementarnith matricnih operacija provodi se pomocu istih elementarnih operacija
na retcima kao 1 Gauss-Jordanova metoda. Cilj postupka je svesti matricu A na
jediniénu matricu, prema sljedecem pravilu:

[A[I} ~ - ~ [T]AT.

Zadatak 6.18. Koristeéi elementarne operacije izracunajte inverz matrice iz Za-
datka 6.16.

Rjesenge.
(1 20| 100 1 2 0] 1 00
211 ]010|~]0-31]-210]/|-~
1321001 |0 -4 1| =301
1 2 0] 1 0 0 ] 100 ] -1 -2 2
~10 1 0] 1 1 -1|~*l010]| 1 1 -1]1,
0 -4 1] =30 1 | 001 1 4 =3

uz primjenu sljedeéih elementarnih operacija:
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1) mnozenje prvog retka s —2 i —3 i dodavanje redom drugom i tre¢em retku
2) mnozenje treceg retka s —1 i dodavanje drugom retku
3) mnozenje drugog retka s —2 i 4 i dodavanje redom prvom i tre¢em retku.

U posljednjoj dobivenoj matrici desni dio matrice [I|A™!] je trazena inverzna ma-
trica
-1 -2 2
A= 1 1 -1
1 4 =3

O

Zadatak 6.19. Koristeci matricne operacije odredite inverz matrice iz Primjera
6.1.
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